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Phuong trinh parabolic ngudce thai gian thuong xuyén xuat hién trong 1y thuyét
truyen nhiet, trong Dia vat 1y, trong cac bai toan veé nudée ngam, khoa hoc vat liéu,
thiy dong hoc, xit Iy anh... D6 1a bai toan cho phuong trinh parabolic khi diéu kién
ban dau khong duge biét ma ta phai xac dinh né khi biét diéu kién cudi cing. Cac
bai toan nay da duge nghién citu khéa nhiéu, tuy nhién ciing chi cho mot 16p phuong
trinh dac biet; hon thé nita viee dé xuat cac phuong phap so hitu hieu dé giai gan
ding cac bai toan nay luon la nhitng van dé thoi si.

Phuong trinh parabolic nguge thoi gian la bai toan dat khong chinh theo nghia
Hadamard. Mot bai toan duge goi 1a dat chinh néu né thoa man ba dicu kién: a)
né ¢6 nghiém, b) nghiem duy nhat, ¢) nghiem phu thudc lien tuc (theo mot topo
nao do) theo dit kieén ctia bai toan. Néu it nhat mot trong ba dicu kién trén khong
thoa man thi ta néi rang bai toan ddt khong chinh. Hadamard cho rang cac bai
toan dat khong chinh khong c6 ¥ nghia vat 1y. Tuy nhién, nhiéu bai toan thuec tién
clia khoa hoc va cong nghé da dan dén cac bai toan dat khong chinh. Chinh vi
nhtng 1y do nay ma tir dau thap nién 50 ctia thé ky trude, nhiéu cong trinh nghién
cttu da dé cap t6i bai toan dat khong chinh. Cac nha toan hoc A. N. Tikhonov, M.
M. Lavrent’ev, F. John, C. Pucci, V. K. Ivanov la nhitng nguci di tién phong trong
linh vuc nay.

Tt nam 1955, John da cong bo két qua ve phuong phap s6 dé giai bai toan
Cauchy cho phuong trinh truyén nhiét nguge thoi gian. Sau dé Krein va cong su
cling lan lugt cong bo cac két qua ve danh gia on dinh nghiém cho phuong trinh
parabolic ngugc thoi gian va ve tinh duy nhat nguge cho bai toan nay. Nam 1963,
Tikhonov da dé xuat mot phuong phap chinh héa, ting dung duge cho hau hét cac
bai toan dat khong chinh va bai toan ngugce. Dac biét, phuong phap nay da duge
Franklin ing dung thanh cong cho phuong trinh truyen nhiét nguge thoi gian vao
nam 1974.



Ngoai cac phuong phéap trén, nhiéu tac gid con sit dung phuong phéap tua déo
(phuong phap QR), phuong phép on dinh tua dao (phuong phap SQR), phuong
phap phuong trinh dam nguge (the backward beam equation approach), phuong
phap bai toan gia tri bien khong dia phuong, phuong phap lap, phuong phap biéu
dién nghiém ¢ dang chudi, phuong phap sai phan, phuong phap lam nhuyén (mol-
lification method)... cho phuong trinh parabolic nguge thoi gian. Tuy nhién, khong
c6 mot phuong phap nao la da nang va c6 the giai quyét thau dao tat ca cac loai
bai toan. Chang han nhu phuong phap Tikhonov hodc phuong phap tua dao doi hoi
phai giai mot phuong trinh bac cao gap doi phuong trinh da c6 va viéc tim tham so
hiéu chinh 1a khong dé dang. Ngoai ra, rat kho stt dung phuong phap ctia Tikhonov
trong khong gian Banach, hay noéi chung la viéc nghién ctu phuong phap chinh hoa
trong khong gian Banach chua duge phat trien.

Cho dén nay, hang tram cong trinh c6 gia tri vé phuong trinh parabolic ngugc
thoi gian da dudce cong bo tap trung vao cac hudéng nghién cttu chinh la:

1) Tinh duy nhat nguge (backward uniqueness),
2) Danh gia on dinh,
3) Phuong phép chinh hoa, phuong phap s6 on dinh va hitu hieu.
Trong luan an nay, ching toi tap trung nghién citu vé cac danh gia on dinh va

chinh hoa phuong trinh parabolic nguge thoi gian. Ching toi chinh hoa bai toan

u+Au=0, 0<t<T, (0.1)
[u(T) = fll < e '
bang cach st dung phuong phéap bai toan gia tri bién khong dia phuong
Vat + Ave =0, 0<t <al, (02)
ave(0) + vo(aT) = f '

véi @ > 1 va tham s6 chinh héa o > 0. Ching toi dua ra cach chon tham s6 hieu
chinh tién nghiém va hau nghiém dé cac phuong phap chinh héa bac toi wu. Ngoai
ra, phuong phap da duge thit nghiém trén may tinh va cho két qua rat kha quan.
Theo ching to6i, Vabishchevich 1a mot trong nhiing ngudi dau tién sit dung phuong
phap nay cho phuong trinh parabolic ngude thoi gian vao nam 1981. Ong da deé
xuat mot phuong phap tién nghiém cho bai toan (0.1) nhung khong dua ra toc do



hoi tu nhu chung toi da lam trong luan an. Ngoai ra, ong ciing da dé xuat phuong
phép hau nghiém cho bai toan (0.1) nhu sau:
Gial bai toan dat chinh
Uat + Aug =0, 0<t<T,
aug(0) +ua(T)=f, a>0

va chon a sao cho ||ua(T) — f|| = . Tuy nhién, ching toi khong thé chiing minh
duge cach lam nay sé kéo theo mot phuong phap bac to6i uu. Do do, ching toi dé
xuat st dung phuong phap dudi day.

C6 dinh mot s6 a > 1. Xét bai toan dat chinh

(0.3)

Vot + Avy =0, 0<t <al,
ave(0) +vo(aT) = f, a>0

va lay ve((a — 1)T + t) 1a mot xap xi ciia u(t). Ching toi dé xuat cac cach chon
tham s6 o mot cach tién nghiém va hau nghiém, sau d6 chiing minh rang cach lam
d6 sé cho ta cdc phuong phap chinh hoa bac t6i uu cho bai toan (0.1). Phuong phap
tien nghiém duge duwa ra trong cac Dinh Iy 1.2.1, 1.2.3, 1.2.5, 1.3.1, con phuong
phap hau nghiém dugce phéat biu nhu sau: Gia st € < ||f][, ldy 7 > 1 théa man
diéu kien 7e < ||f]|. Chon « > 0 sao cho ||ve(aT) — f|| = 7e.

Trude day, Showalter, Clark, Oppenheimer va Mel'nikova da chinh hoa bai toan
(0.1) bang bai toan gia tri bien khong dia phuong

{ut—l—Au:O, 0<t<T,

au(0)+u(T)=f, «a>0. (04)

Két qua ctia ching toi dat duogc trong truong hop a = 1 chinh xac hon mot s6 danh

gia sai s6 ctia ho. Ngoai ra, Denche va Bessila da xap xi bai toan (0.1) bdi bai toan

{ut+Au=O, 0<t<T, (0.5)

—aut(0) +u(T) = f, a>0.
Ho dat dugc mot danh gia sai s6 kiéu logarithm tai t = 0 véi dieu kien kha ngit 1a
| Au(0)|| bi chan, ¢6 nghia 1a u(0) phai ndm trong mién xac dinh ctia A. Dieu nay
khong thuong gap trong thuc té. Ching toi da chiing minh trong luan an rang ta

khong can doi hoi u; ton tai tai t = 0 nhu cac tac gia trén, ma chi can su dung bai



toan (0.4) ta cling ¢6 thé nhan duge cac danh gia on dinh so sanh duge véi cac két
qua cua ho.

Khac véi truong hop toan tit A khong phu thuoc thoi gian, truong hop toan tu
A phu thuoc thoi gian phtic tap hon nhiéu vi ta khong c6 cong thiic bic¢u dién tuong
minh nghiém ctia bai toan va co rat it két qua ve danh gia 6n dinh cting nhu chinh
hoa bai toan trong truong hop nay. Trong luan an, chung toi cai tién phuong phéap
ctia Agmon va Nirenberg dé nhan dude cac danh gia on dinh t6t hon clia cac tac
gid nay. Ngoai ra, chiing t6i con chi ra rang trong mot sé truong hop danh gia on
dinh d6 con to6t hon ca truong hop hé s6 khong phu thuoc thoi gian. Dieu dac biét
la bang cach sit dung bai toan gia tri bien khong dia phuong, véi cac cach chon
tham s6 tién nghiém va hau nghiém dé chinh héa phuong trinh parabolic véi hé s6
bién thién ngudc thoi gian, ching to6i nhan dude cac danh gia sai s6 kieu Holder.
Day 1a két qua duy nhat tir trude dén nay vé phuong phéap chinh héa cho toc do
hoi tu doi véi bai toan nay.

Trong mot phan ciia luan an, chung toi st dung phuong phap lam nhuyén
dé chinh héa phuong trinh dan nhiét nguce thoi gian trong khéng gian Banach
Ly(R), 1 < p < oo. Cu the ching toi nghién citu bai toan sau day: Cho p €
(1,00),p € Ly(R) va e, E 1a cac hang s6 théa man 0 < ¢ < F < oo, xét phuong
trinh truyen nhiét nguge thoi gian

[u(T) —e()ll,m) < '
v6i rang budc Ju,0)|[z,m) < E. (0.7)

Chting toi nhan thay rang, truong hop p # 2 khé hon nhieu, vi ching ta khong
c6 dang thiic Parseval va bién doi Fourier ctia mot ham trong L,(R) véi p > 2 noéi
chung la mot ham suy rong.

Dinh Nho Hao da dua ra danh gia on dinh kiéu Holder v6i p € (1, o0] nhu sau:
Néu w1 va uo 1a hai nghiém ciia bai toan, thi ton tai hang s6 ¢* sao cho véi moi t €
0, T taco [lur(-t) —ua(- 1)l ®) < 4V3((¢*E) T/ T 4 (c*E)L-H/ Ut/ (UD)),

Trong luan an nay, chiing toi da cai tién danh gia nay véi p € (1,00). Cu the, voéi



p € (1,00), ching to6i chiing t6 rang ton tai hang s6 ¢ > 0 sao cho
(- £) = ua(, ),y < BT Ve [0, 7).

Do phuong trinh truyen nhiét nguge thoi gian 1a bai toan dat khong chinh: mot
nhiéu nhé trong dit kien Cauchy c6 thé gay ra mot 16i 16n vé nghiém nén dé vuot
qua kho khan nay, Dinh Nho Hao da dé xuat phuong phap nhuyén dé gidi bai toan
mot cach on dinh va ching minh cic danh gia on dinh ki¢u Holder ctia nghiém.
Trong luan an, ching toi sit dung ki thuat nay dé chinh hoa bai toan (0.6)-(0.7).
Tuy nhién, thay vi sit dung nhan de la Vallée Poussin dé lam nhuyén dit kien Cauchy
¢, ching toi sit dung nhan Dirichlet va dit kién duge lam nhuyén bang cach 1ay tich
chap cua nhan nay véi p. Dt kién duge lam nhuyeén thuoc khong gian cac ham co
bang gidi noi (band-limited functions), ma ¢ dé bai toan Cauchy dat chinh va véi
cach chon tham s6 nhuyén thich hgp ching ta dat dudge danh gia sai s6 kiéu Holder.
Cac danh gid on dinh cho nghiém ctia bai toan (0.6)—(0.7) 1a he qua tryc tiép clia
cac danh gia sai s6 va bat dang thic tam giac.

Trong luan an, bo sung vao két qua ctia Dinh Nho Hao trong trusng hop p = 2,
chiing toi thiét lap danh gia on dinh kiéu Holder cho tat ca dao ham doi véi = va t
clia nghiem. Dé v rang, cac danh gia nhu vay rat it khi nhan dugc trong 1y thuyét
cac bai toan dat khong chinh.

Nhu da duge biét, chi véi dieu kien (0.7), ching ta khong hy vong c6 mot su
phu thuoc lien tuc ctia nghiém tai t = 0 vao diéu kién cudi. Tuy nhién, ta c6 theé
nhan dugc tinh chat nay, néu c6 thém mot diéu kién ve do tron ciia nghiém tai thoi
diém ban dau u(z,0) (xem Dinh ly 3.2.7). Dé dat duge muc dich nay, hé s6 chinh
hoa thuong duge chon phu thude vao cac tham so ciia dieu kién nguon ve do tron,
nhung cac tham so nay nhin chung la khong dude biét. Dé vugt qua han ché nay,
trong cac Dinh 1y 3.2.6 va 3.2.10, ching toi dé xuat mot cach chon tham so lam
nhuyén chi st dung diéu kien (0.7) ma van dam bao danh gia sai s6 kieu Holder
trong (0, 7] va sy phu thudc lién tuc ctia nghiém vao dit kién bai toan tai ¢ = 0 khi
mot dieu kién ve do tron ciia dieu kién ban dau dude thoa man mac du cac tham
s6 ve dicu kien nay khong dugce biét cu thé. Cach chon tham sé lam nhuyén nay 1y

thu va hiéu qua cho viéc gidi s6 bai toan (0.6)—(0.7).



Khi p = 2, thi bién doi Fourier ctia dit kien da duge lam nhuyén c6 gia compact,
do d6 chung ta c6 it nhat hai dang tuong duong ciia phuong phap lam nhuyén: mot
la dang goc clia n6, hai 1a 6 dang chat cut tan s6. Hai dang nay dan t6i hai phuong
phap s6 khac nhau va c6 thé dé dang thuc hién trén may tinh nho ki thuat bién
doi Fourier nhanh (FFT). V6i p # 2, cac phuong phap tren khong ap dung dugc,
nén chiing toi dé xuat mot so do sai phan tién on dinh cho bai toan (0.6). Ching
toi thit nghiém cac phuong phap trén cac vi du sé6 khac nhau va thay rang ching
on dinh, nhanh va hiéu qua.

Ngoai phan M6 dau, Két luan, Danh muc cong trinh ctia NCS ¢6 lién quan dén
luan an va Tai liéu tham khao, Luan an dugc chia thanh 3 chuong.

Chuong 1 trinh bay cac két qua chinh héa phuong trinh parabolic nguoc thoi
gian vdi hé so6 khong phu thuoc thoi gian trong khong gian Hilbert. Cac Dinh ly
1.2.1, 1.2.3, 1.2.5 trinh bay cac két qua cho cach chon tham sé hiéu chinh tien
nghiém trong truong hop a = 1. Cac Dinh 1y 1.3.1, 1.3.3 trinh bay cac két qua cho
cach chon tham so tién nghiém va hau nghiém trong truong hop a > 1. Phan cudi
chuong 1, cac vi du s6 ciing dudge dua ra dé minh chitng cho phan 1y thuyét.

Chuong 2 trinh bay cac két qua vé danh gia 6n dinh va chinh héa phuong trinh
parabolic nguoc thoi gian véi hé s6 phu thuoc thoi gian trong khong gian Hilbert.

Chuong 3 trinh bay cac két qua on dinh cho phuong trinh truyen nhiét nguge
thoi gian trong cic khong gian Hilbert va Banach, cu thé 1a cac khong gian Ly (R)
véi p € (1, +00). Cac Dinh 1y 3.2.1, 3.2.3 cho ta két qua on dinh va chinh héa trong
khong gian Banach véi toc do hoi tu nhu da dat duge déi véi phuong trinh trong
khong gian Hilbert. Mot hiéu chinh nhé cach chon tham s6 v trong Dinh 1y 3.2.1
dam béo cho ta mot danh gia on dinh kiéu Holder véi moi ¢ € (0,7 va su phu thuge
lien tuc kiéu logarithm tai ¢t = 0 véi E va v khong duge biét cu thé duge trinh bay
trong Dinh 1y 3.2.6. Trong truong hop p = 2, Dinh 1y 3.2.7 dua ra danh gia sai s6
cho tat ca cac dao ham ciia nghiem doi v6i x va t. Mot hiéu chinh nhé viéc chon
tham s6 v trong Dinh 1y 3.2.7 dam bao su phu thuoc lién tuc kieu logarithm tai
t = 0 khi (3.7) ding véi E va v khong duge biét cu thé duge trinh bay trong Dinh
Iy 3.2.10. Phan cudi chuong 3 trinh bay so do sai phan tién on dinh va cac vi du so.



CHUONG 1

PHUONG TRINH PARABOLIC NGUGC THOI GIAN VOI HE SO
KHONG PHU THUOC THOI GIAN
Xét phuong trinh parabolic nguge thoi gian

{ut—FAu:O, 0<t<T, (1)
Ju(T) = fll < e '

véi A 1a toan t1t duong ti lien hop khong bi chan va c6 mot co sé gom céac vecto

rieng trie chuan {¢; };>1 trong khong gian Hilbert H v6i chuan || - ||, tuong ting véi
cac gia tri rieng {\;}iz1 sa0cho 0 < A\ < Ay < ..., lim A\ =4ocovae >0 da
1—+00

cho. Dé chinh hoa bai toan, ta gid thiét them rang,
[u(0)] < E (1.2)

v6i 86 thue F thoa man E > ¢ > 0.
Trong chuong nay, ching toi chinh hoa bai toan (1.1), (1.2) bang bai toén gia
tri bién khong dia phuong dat chinh

ave(0) + v (aT) = f (1.3)

véi a > 1 va tham s6 chinh héa a > 0. Bang cach chon tham s6 chinh héa thich
hop, ching toi thu duge cac danh gia sai s6 ¢6 bac téi uu. Chuong nay tong hop cac
két qua duge ching toi cong bo trén cac tap chi Journal of Mathematical Analysis

and Applications va IMA Journal of Applied Mathematics.
1.1 Mot sbé khai niem va bo dé co sd

Dinh nghia 1.1.1. Cho H la khong gian Hilbert thyc véi tich vo huéng (-, -) va
chuan || - ||, @ va T 1a céc s6 thuc duong. Khong gian C([0,aT); H) bao gom tat ca

cac ham lién tuc u : [0,aT] — H véi chuan lulleo,am;m) = [max |u(t)]| < oo.
~X \a/

vd
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Khong gian C1((0,aT); H) bao gom tat ca cac ham kha vi lien tuc u : (0,aT) — H.
Ki hieu D(A) C H la mién xdc dinh cia toan ttt A: D(A) C H — H.

Dinh nghia 1.1.2. Ham v, : [0,aT] — H dugc goi 1a nghiém ciia (1.3) néu v, €
CY(0,aT); HYNC([0,aT]; H),va(t) € D(A), Vt € (0,aT), thdéa man phuong trinh
Vat + Ave = 0 trén khodng (0, aT') va diéu kién gia tri bien v, (0) + ve(aT) = f.
Dinh nghia 1.1.3. Ham s6 H(n) duge xac dinh béi

— )1
L A (14)

Ro rang rang, H(n) < 1 v6i moi n € [0, 1].
Ham s6 C(x,y) véi 1 > x > 0,y > 0 duge xac dinh bdi

C(x,y):< Y )yel—fﬂ—y. (1.5)

1l—2x

1.2 Chinh héa phuong trinh parabolic ngudgc thsi gian
bang bai toan gid tri bién khong dia phuong trong
truong hop a =1

Trong phan nay, ching toi hiéu chinh bai toan (1.1), (1.2) bang bai toan gia tri bien

khong dia phuong
{vt+Av:O, 0<t<T,

av(0) +o(T) = f, a > 0. (1.6)

Dé don gian, ky hiéu nghiem ctia (1.1) 1a u(t) va nghiem cta (1.6) 1a v(t).
Dinh 1y 1.2.1. Néu u(t) théa man diéu kien (1.2), thi bat dang thiic sau day

ding  |o(t) — u(®)|| < Q(t, @) (ozt/T_la + oﬁ/TE) , Vit elo,T). (1.7)
Hon nita, néu chon o = %, thi [Jv(t) —u(t)]] <2Q (t, %) ITEHT i e [0,T).

O day Q(t,a) = min{K(t,a), Ht/T)}, te]0,T],
K(t,a) = VHE/T)2a+1 " e (0,1),t € (0,T),Ya > 0,
K0,a)=1,K(T,a) =1/V2a + 1.



Dinh 1y 1.2.1 khong dua ra bat ky thong tin nao vé su phu thuoc lién tuc ctia
nghiém ctia bai toan (1.1)-(1.2) tai ¢t = 0 theo di kién tai ¢t = T, vi dieu kién (1.2)
qua yéu. Dé c6 duge danh gia on dinh kiéu logarithm va kieu Holder tai ¢t = 0 ta

can phai ¢6 cac gia thiét manh hon vé 10i gidi tai ¢ = 0, chang han nhu

> A2 (u(0), 6n)* < EY (1.8)
n=1

hodc > 2 (u(0), )’ < E3 (1.9)
n=1

véi cac cac hang so duong 3, v, F1 va Ey nao do.
Dinh ly 1.2.3. Gid si rang thay vi (1.2), ching ta c¢é (1.8), khi dé vdi moi
t €10,T) bat dang thic sau day la ding

( B
Q(t,a)at e 4+ at ( ( I ) ) Ct)r 1B

lu®) —o@)] < |

e
Thi\G(t
| newa > (5(“) ®).
J day B(t) = %,Vt € [0,T), C(t) =1 néu 0 < B(t) < 1 va C(t) = 2'-°®)

néu B(t) > 1.
61—5

Néu chon o = o == vdi 0 < § < 1, thi vdi moi t € [0,T) ta co
1

[ut) —o@)] <

B
t _1—-4 t t t
eTE, T Q(t,ao)s5(1T)+s5T< ) C(t)Tl}
8 )

néu 0 < ap < (T’\ﬁ)ﬁ(’f),
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Nhan xét 1.2.4. T danh gid cudi ctia Dinh 1y 1.2.3, tai t = 0 ta c6 danh gia sai
s6 kicu logarithm. Dic biét, véi § = 1, danh gia do so sanh duge véi danh gia sai
s0 clia Denche va Bessila.
Dinh 1y 1.2.5. Gid si rang thay vi (1.2) ching ta c¢6 (1.9), khi dé vdi moi
t €[0,T) bat dang thic sau day la ding

Q(t,a)at/T e + atHNTE, néu0<~y<T—1t,

[u(t) —v(@)]| < HT—1 y -

Qt, ) £+ aky newy =T —t.

61—5

Néu chon a = o ::? vdi 0 < § < 1, thi vdi moi t € [0,T) ta co
2

( gt/TE21—t/T (Q(t, ap)ed1=t/T) 4 6(7(1—5)—51&)/TE§/T—1)
néuw0<y<T—t,

gt/TEzl—t/T (Q(t, ap)ed1=t/T) 51t/T6E§/T—1)
(néuy>T—t.

7\

[ut) —o@)] <

1.3 Chinh héa phuong trinh parabolic ngudc thdi gian
bang bai toan gia tri bién khoéng dia phuong trong
truong hop a > 1

Trong phan nay, ky hiéu nghiém ctia (1.1) 1a u(t) va nghiem ctia (1.3) 1a v (¢).

Cach chon tham sé hiéu chinh tién nghiém

Dinh ly 1.3.1. (i) Néu u(t) théa man dieu kién (1.2), thi véi a = (£)* ta cé

u(t) — val(a — )T + t)|| < (H (%) + 1) /T EHT < 9T 17Ty e [0, 7).

. R CAN
(11) Néu u(t) théa man dieu kien (1.8), thi vdi o = (E% {% In %} ) va VO
moit € [0,T] ta c6  |Ju(t) —va((a— 1T +t)] <

. il
?m—l (1+0(1)), khie — 07,

< Ol (ta T7 a, ﬁ)gt/TEll_t/T c
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§ day Cy(t,T,a,8) = (1+C (L, o))" (7 (1) + € (0,8) " T

(iii) Néu u(t) théa man diéu kién (1.9), thi vdi a = (E%> " v vdi moi
te€[0,T) ta co  Ju(t) —va((a— 1T +1t)| <

thy 1AL

(
2e T+ B, “, néu 0 <y < (a—1)T,
_ar LT
(#5 By T (275 BI7) YT (1 1 o(1)), khi = — OF,
néu (a —1)T < v < aT,
a 1_ aT .
keT%sz ™ (1+o0(1)), khie — 0", néu~ > aT.

/N

Chon tham s hiéu chinh hau nghiém
Dinh 1y 1.3.3. Gid st rang € < ||f]|. Chon 7 > 1 sao cho 0 < 7e < ||f||. Khi
dé ton tai duy nhat mot s6 a. > 0 théa man  ||va, (aT) — f|| = Te. (1.10)

Hon nita, (1) néu u(t) la mot nghiém cia bai todn (1.1) va (1.2), thi

T—1

2r — 1\ VT
|[u(t) = va.((a — DT + )| < (7 + 1)Y7T ( ) ITEUT it e (0,7,
(ii) néu u(t) la nghiém cia bai todn (1.1) va (1.8), thi khi e — 0T,

lu(t) — va((a — 1T + 1)
—p(T—-t)/T
El] (14 o(1)),

02(7- t T a,ﬁ) t/TEl t/T [Tl ?

N

, o (1 -
vdi Co(t,t, T, a,B) = (1 + 1)7a’1-7) <—10(1 Ja, B)H(1/a) + C(0, 5))
-
(iii) néu u(t) la nghiém cia bai todn (1.1) va (1.9), thi vdit € [0,T] ta cé
[u(t) = va,((a = DT + )| <

t+’y
Cs(7,t, T, a ﬁ)gT+vE TP néu0 <y < (a— DT,
11—ty
Cy(7,t,T,a,B)e 1—5( 1_’)Eg(1 T), neuw y > (a — 1T,

S

vi C3(r,1,T,0,8) = (7 + 1)F (7 + )T + (1/(7 = 1))&)1_;
Ca(r,t,T,a, ()

(=(a=p7) - O-la-l)T)

t ol 1_%
=(r+1)7 <(7’—1— 1)T+e «m+) F, oty (1/(r — 1))i>
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Nhan xét 1.3.5. (a) Trong truong hop thtt nhat va thia hai, phuong phap cta
ching toi c6 bac toi uu.

(b) Trong truong hop tht ba, phuong phap clia ching toi ¢6 bac tdi wu véi
v € (0, (a — 1)T7.

1.4 Vidu sb

Chung toi thit nghiém trén may tinh phuong phap chon hau nghiém ctua Muc 1.3
v6i hai vi du va thay ring phuong phap on dinh va hitu hiéu.

1.5 Két luan Chuong 1

Phuong trinh parabolic nguge thoi gian

{ut+Au:O, 0<t<T,
[u(T) = fll <€

v6i rang buoc ||u(0)]] < E (E > € > 0) duge chinh hoa bang bai toan gid tri bien
khong dia phuong dat chinh

Vat + Avg =0, 0<t <al,
ave(0) +vo(al) = f, a>1, a>0.

- Trong truong hop a = 1, cach chon tham s6 tién nghiem duge dé xuat kéo
theo cac danh gia on dinh kiéu Holder cho tat ca t € (0; 7], danh gid on dinh kiéu
logarithm hozc ki¢u Holder tai ¢ = 0 khi ¢6 them diéu kien nguon. Khi khong co
thong tin vé do tron clia nghiém tai thoi diem ban dau, cach chon tham sé hau
nghiém kéo theo cac danh gia on dinh kiéu Holder cho tat ca t € (0; 7] véi bac toi
uu ciing dat duge.

- Trong truong hop a > 1, cach chon tham s6 tién nghiém va hau nghiem duoc
de xuat kéo theo cac phuong phap chinh hoa bac toi uu.

- Trinh bay céc két qua s6 dé minh chiing cho tinh hitu hiéu ctia phan 1y thuyét.



CHUONG 2

PHUONG TRINH PARABOLIC NGUGC THOI GIAN VOI HE SO
PHU THUOC THOI GIAN

Trong chuong nay, ching toi trinh bay cac két qua ve danh gia on dinh va chinh
hoa cho phuong trinh parabolic ngude thoi gian v6i hé sd phu thuoc thoi gian

u+At)u=0, 0<t<T,
{Hu(T) — << 21)

thoa man rang budc |lu(0)]| < E, (2.2)

trong do A(t) (0 <t < T): D(A(t)) C H — H la toan tit duong tu lien hgp khong
bi chan, H 1 mot khong gian Hilbert c6 tich vo hudéng (-,-) va chuan || - ||, f € H,
E > ¢ > 0 da dugc biét. Chuong nay tong hop cac két qua duge ching toi cong bo

trén tap chi Inverse Problems.

2.1 Céac két qua on dinh
A. Két qua ctia Agmon va Nirenberg

Dé tien theo déi, ching téi trinh bay lai cac két qua clia Agmon va Nirenberg
Gia st rang:

(i) A(t) : D(A(t)) € H — H la mot toan ti dong, xac dinh trit mat véi moi
t € [0,T] va u(t) thudoc vao micn xac dinh ctia A*(¢) ciing nhu clia A(t).

(ii) A(t) tron theo bién t va A(t) 1a "ty lien hop hau khap noi". Gid thiét nay
duge bicu dién biang mot diéu kieén don gidn: néu u(t) la nghiém ctia

du
T dt
thi ton tai cac hang s6 duong k, ¢ sao cho

—?R% (A(t)u(t), u(t)) = %H(A(t) + A ) u(®)]* = R ((A() + k)ult), u()) -

phuong trinh Lu +At)u=0, 0<t<T, (2.3)

12
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Dinh 1y 2.1.1 (Agmon va Nirenberg). Néu cac dieu kién (i)—(i) dugc théa man
thi ham log le ¥ u(t)| 107 theo bién s = e.
Cac két qua sau day la hé qua tryc tiép cia Dinh 1y 2.1.1.
Meénh dé 2.1.2 (Déanh gia on dinh). Néu cdc diéu kién (i)-(ii) dugc théa man

thi véi moit € [0,T], ta c6  |Ju(@)| < " FTHO | (T)|#O||u(0) ), (2.4)

Vi p(t) = T (2.5)
Trong truong hop A(t) 1a toan ti tu lién hop, ta co két qua sau:

Meénh dé 2.1.3. Gid st rang
(i) A(t) la todn ti tu lien hgp vdi moi t va u(t) thuoc mién zdac dinh cia
Alt).
(ii) Ton tai cdc hang s6 duong k,c sao cho vdi u(t) la nghiém cia phuong
trinh (2.3), thi ta c6 bat dang thitc
a
dt

Khi dé, nghiém u(t) cia (2.3) théa man bat dang thitc sau vdi moit € [0,T)]

(Atyu(t), u(t)) = 2] A@)ull® — e ((AQ) + k)u(?), u(t)) . (2.6)

Ju()[| < M FHO (T O fu(0) 0. (2.7)

t . 2
Nhan xét 2.1.4. u(t) < T vVt € (0,T). Do do, ket qua danh gia on dinh cta

Agmon va Nirenberg khong tot hon két qua trong truong hop hé s6 khong phu
thuoc thoi gian.

B. Cai tién két qua cia Agmon va Nirenberg

Dinh 1y 2.1.5. Gid st ring
(i) A(t) la todn ti tu lien hgp vdi moi t € [0,T) va u(t) thudc mién zdac dinh
cua A(t).
(ii) Ton tai cdac hang s6 k,c sao cho vdi u(t) la nghiem cia (2.3) ta cé bat
dang thic
d

— AW, u0) > A AWl ~ e (AW +Rju) u() . 29
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Chon ayi(t) la mot ham kha tich Riemann trén [0,T] sao cho a1(t) < ¢, ¥Vt € [0,T]
va
d

— = (ADu(t), u(t)) = 20 Abul* = ar () ((A®F) + k)u(t), u(t)) (2.9)
Vi moi t € [0,T], dat
_ t _ [ _ a3(t)
as(t) = exp (/0 al(T)dT) , as(t) = /0 az(§)de, v(t) = 25(T)’ (2.10)

Khi dé, nghiém u(t) cia phuong trinh (2.3) théa man danh gid sau vdi moi
te[0,T]: lu()]] < X O (T)]|O (o)1, (2.11)
Nhan xét 2.1.7. Néu A(t) = A la toan tit ty lien hop khong phu thuoc vao ¢, thi
) t
ta co the chon a1(t) = 0,Vt € [0, T] va khi d6 v(t) = T’W € [0,T7].
p t
Nhan xét 2.1.8. Neu a;(t) < 0,Vt € (0,7) thi v(t) > T’W e (0,7).
Meénh dé 2.1.9. Véi moit € [0,T], ta cé v(t) = u(t).
Vi du 2.1.11. Ta xét bai toan mot chieu

{ut = (a(ﬂ?,t)ux)x, O0<z< T, 0<t< T’ (212)

u(0,t) =u(m,t) =0, 0<t<T

v6i he s6 a(x,t) € CH([0,7] x [0,T]) va a(z,t) > @ > 0. Trong truong hop nay,

2 t_ 2 X
ta c6 the chon k = 0 va a1(t) = sup,ep 4 at((x’t)),t € [0,7]. Mot vi du cu the ve
" a(x,
. T
a(x,t) la ham so a(x,t) = T 4 xz, Vtel0,T],Vx e [0,7], ta co

t t t

—T+ln(1+—T) t
t) = > —. Yte (0,7T).
V() 1+ln2 17 (’ )

2.2 Hiéu chinh bai toan

Trong phan nay, ta gid sit rang: (Hp) V6i 0 < ¢t < T, pho ctia A(t) dugc chita trong
mot mien hinh quat  o(A(t)) C Xy, ={A € C; |arg\| <w}, 0<t<T, (2.13)
véi gbc w o dinh sao cho 0 < w < § va ton tai hang s6 M > 1 sao cho

1= A@) Y < % NES,, 0<t<T (2.14)
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(H3) Mien xac dinh D(A(t)) doc lap véi ¢ va A(t) kha vi lién tuc manh.
(Hs) Véi moi t € [0,T], A(t) la mot toan tit khong bi chan, tu lien hop, xac dinh
duong va ton tai ham s6 aj(¢) kha tich Riemann trén [0, 7] ciing véi hang s6 khong
am k sao cho néu u(t) 13 mot nghiém ciia phuong trinh C;—? +At)u=0,0<t<T

thi

d
—— (A®u(t), u(t)) = 2 A@ul® = ar(t) (A®) + k)u(t), u(t)) (2.15)
Nhan xét 2.2.1. Néu cac gia thict (Hy) — (Hs) duge thoa man thi ton tai hiang
sO N >0saocho ||A@)(A@R) ™ —A(s)™ )| < N[t —s|, 0<s,t <T.  (2.16)
y ~ [A(@), nfu0<t<T,
Dat B(t) = {A(ZT — ), néu T < t < 2T. (217)
Khi d6 B(t) = B(2T — t),Vt € [0,2T). Hon nita, B(t) (0 < t < 2T) la cdc toan

tt khong bi chan tu lien hop xac dinh duong, mién xéc dinh D(B (t)) doc lap v6i
t, B(t) (0 <t < 2T) théa man céac dieu kien (2.13), (2.14) va (2.16).
Ky hiéu w(t) la nghiém cta phuong trinh parabolic thuan thoi gian

we+ Bt)w =0,T <t <27,
2.18
tnin 27 (218)
Dat g = w(2T). Xét bai toan gia tri bién khong dia phuong
v+ B(t)v=0,0 <t <27, (2.19)
av(0) +v(27T) = g, > 0. '

Trong chuong nay, ta ky hic¢u u(t) la nghiem cia (2.1)—(2.2) va vo(t) la nghiém cia
bai toan (2.19).

Dinh nghia 2.2.2. Ham v, : [0,27] — H dugc goi 1a nghiém cia (2.19) néu
vo € CH(0,2T); HYNC([0,2T]; H),va(t) € D(A), ¥t € (0,2T), va thda man ves +
B(t)v, = 0 tren khoang (0, 27") cuing véi dieu kién gia tri bién ave (0) +v,(2T) = g.

A. Luat chon tham sé hiéu chinh tién nghiém

Dinh ly 2.2.3. Bai todn (2.19) la bai toan dat chinh. Véi o = % ta co danh
gid u(t) — va(t)|| < 2eR=FTVOS EL=5 i e (0,7,
trong do v(t) dugc xdc dinh theo cong thic (2.10).
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B. Luat chon tham sé hiéu chinh hau nghiém
Dinh ly 2.2.11. Gid st rang € < ||g||. Chon 7 > 1 sao cho Te < ||g||. Khi dé,
ton tai duy nhat mot s6 a: > 0 sao cho |va,(2T) — g|| = Te. (2.20)

Hon nita, néu u(t) la mot nghiém cia bai toan (2.1) va (2.2), thi vdi moi

te[0,T] ta o |Jult) — va. (B)]| < (1+7)(r —1)F LeMHFTVO5 g1="3" (2.21)

2.3 Cac vi du

Gia st rang © 1a mot mien bi chan trong R™ véi bién du tron, 0 < T < oo.
Dat Q := Q x (0,T). V6i bat ky da chi s6 p = (p1,p2,...,pn), ta dinh nghia
Ip|=p1+p2+---+ppva DP = %. Cac két qua trong cac phan 2.1 va 2.2

1 2

co thé tng dung cho phuong trinh parabolic bac 2m  (m > 1)
w== 3 (=)D (ap(x,t)D"), (1) €Q (222)
Ipls[g|<m
véi cac he 6 ap, € CL([0,T]; L®(Q)) 1a cac ham thuc thoa man ayy = agy va diéu

kien elliptic déu

D ap(x, )€ = SEPT, V(z,t) € Q.6 € R”\ {0} (2.23)
Ipls|gl=m
doi véi s6 duong 6 nao do doc lap véi t cing cac dieu kién bién Dirichlet hoiic cac

diéu kien bien chuan.
2.4 Két luan chuong 2

Két qua trong Chuong 2 bao gom:

- Dua ra két qua mdi vé danh gia on dinh cho phuong trinh parabolic nguge thoi
gian v6i he s6 phu thuoe thoi gian (Dinh Iy 2.1.5).

- Dua ra phuong phap chinh héa phuong trinh parabolic nguge thoi gian véi hé
so phu thudce thoi gian. Cac phuong phap chon tham so6 tién nghiém va hau nghiém
duge dé xuat dé dam bao cic danh gia sai s6 kicu Holder (Dinh 1y 2.2.3, Dinh Iy
2.2.11).



CHUONG 3

CAC KET QUA ON DPINH CHO PHUONG TRIiNH
TRUYEN NHIET NGUGC THOT GIAN

Trong chuong nay, ching toi trinh bay cac két qua on dinh cho phuong trinh
truyen nhiét ngude thoi gian

Ut = Ugg, T E R7t € (OvT)7 HU’(JT) - SO(')HLP(R) <€ (31>

v6i rang budc JuC,0)l[,®) < E (3.2)

trong d6 T > 0, ¢ € Ly(R),0 < e < E,1 < p < oo da cho. Cac két qua ctia chuong
nay duge ching toi cong bo trén tap chi Journal of Mathematical Analysis and
Applications.

3.1 Cac két qua bb tro

Dinh nghia 3.1.1. Ham ¢(z), z € C dugc goi 1a ham nguyén dang mi v néu nd

thoa man cac tinh chat sau:

(i) N6 Ia mot ham nguyeén, nghia la, né phan tich duge thanh chudi liy thua
9(2) = > k=0 a,z" véi hée s6 hang s6 aj, va chudi hoi tu tuyet doi véi tat ca so
phtic z € C.

(ii) Véi mdi € > 0 ton tal mot s6 duong A sao cho véi moi s6 phiic z € C bat
dang thic |g(2)] < Acexp((v + ¢)|z|) dugce théa man.

Dinh nghia 3.1.2. m,, := M, ,(R) (1 < p < o0) la tap hop cac ham nguyéen
dang mi v khi giéi han « € R thuoc L,(R).

1R
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Dinh nghia 3.1.5. Ham D, (x) = sin(ve) duge goi la nhan Dirichlet va c6 cac
x

tinh chat sau day:

(i) N6 la mot ham nguyéen dang mi v thuoc vao La(R).

(i1)
2 {1 tréen [~ v,

D, =
w7 0 bén ngoai [—v,v].

(iii) % [T Dy(x)de =1 (v>0).

: .. 1 1
(iv) V6i f € Ly(R), p € (1,00), Su(f)(@) = —Dy * f = — [3 D) f(x = y)dy
thuoc vao My, va [ Dy * fllp, < el fllp, 6 day ¢p 1a mot hang s6 chi phu thuoc

vao p.
(v) Néu w € am,,, thi Sy (w) = w.
(vi) F[Dy* f] = f trén [—v, 0],

(viD) 1f = Su(Hllp < (L4 cp) Eu(f)p, 6 day Eu(f)p = infgeimw, 1f = gllp-

3.2 Phuong phap nhuyén va cic két qua 6n dinh

Chung toi lam nhuyén dit kién bi nhiéu ¢ va xét bai toan da lam nhuyén

{ut”:u:’gsc7 reRte (0,7T), (33)
u’(z,T) = Su(e)(x). '

Dinh 1y 3.2.1. Cho ¢ € L,(R) vdi p € (1,00). Khi do bai todn (3.3) c6 mot
nghiém duy nhat. Hon nia, vdi bat ky t € [0,T], ham u” (-, t) thudc vao My, va

C T— 2
o )l < 2T,

Néu trong bai todn (3.3) ta chon
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thy
[u” (-, t) — u(- )|, < (%” + 5p) TEIHT e e (0, T.

O day u lo mot nghiém cia bai todn (3.1)-(3.2) va & = (14 ¢,)(1 + 2v/3)e3/2.

Dinh 1y 3.2.3. Cho p € (1,00) va u1, uz la hai nghiém cia bai toan (3.1)-(3.2).
Khi do

C
(1) =z, )y <2 (F 4 ) Tt e 0.7

Dinh 1y 3.2.6. Gid st cdc dieu kién trong Dinh ly 3.2.1 duoc théa man. Lay
B € (0,1). Néuu la mot nghiém ciia bai todn (3.1)—(3.2) va trong bai todan (3.3)

ta chon
1 F
— —1 —_
v=\PpinT

[u”(-, 1) —ul, )]y < (C—pEﬁ‘lsl—ﬂ + 5p) ST EI=PUT e e [0, 7).
T

thi

Hon nita, néu ton tai cic hing s6 duong E, ~, ¢6 thé khong dudc biét cu thé,
sao cho
w(u(-,0),h), < ERY,Vh > 0, (3.4)

thi tart =0 ta co

0 0) — a0l < 8%+ 0, (5Em E)
v’ (+,0) — u(- <= ¢ —In—
’ PP © P T ¢
la mot ddnh gid kiéu logarithm.
Dinh 1y 3.2.7. Gid st p =2 va u la mot nghiém cia bai toan (3.1)-(3.2), u”
la nghiém cua bai toan (3.3). Khi do, vdi
1. F

—/=mZ |
% T (3.5)
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ta co
oY () 0™ M t)
othox™ ot"ox™
( 1 E (m+2n)/2
2et/T p1-t/T ZIn— néu m +2n < 2t,t € 0,7,
£
+2n)/2 +2n)/2
) L 4+ 2n\ (M+2n)/ llng (m+2n)/ T g—t/T (3.6)
2t T ¢ ’
néu m + 2n > 2t,t € (0,7,

\
d day m,n € N.
Néu thay vi ||Ju(-,0)||2 < E ta c¢6 diéu kién manh hon

[u(-, 0)]

+00 1/2
He = (/ a(«§'30)|2(1+€2)5d€) < Es (3.7)

—0o0

vdi s > 0 va Es > 0, thi bang cach chon

W(%)* (n2)7) o

ta dat dugce, khie — 07,

am—i—nuu(_ : t) B am—i—nu(., t)
otnox™ otnox™

%)_(T_t)s/(QT)—HHm/z(l +T%/2 4+ 0(1)),

( ( 1 )m/2+n8t/TE1_t/T(ln

|

£
neu m+2n — s < 2t,t € [0, 7],

< (%)m/2+”6t/TE1_t;T(ln%%_(Z_t)S;ZTHMm/QX (3.9)
s/2 (M + 2n — s\ (m+2n=s
< (14 o220 +o(b)

\ néum +2n — s > 2t,t € (0, 7).

Dinh 1y 3.2.10. Chon 8 la mot so6 tugy 1 trong (0,1). Gid s rang u la mot
nghiém cua bai toan (3.1)—(3.2) va u” la nghiém cia bai toan (3.2.1). Khi do,
V0%

6

v=14/=In—
T €
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ta co

8m+nuy(.7t) B am—&—nu(_’t)
otnox™ ot"ox™

’(%ln %)m/Z—i—nEﬁt/TEl—ﬁt/T(l 4+ EA-1g 1—6)7

néu m+2n < 2t,t € [0, 7],
(ﬁln )m/2+n86t/TE1 ﬂt/T((m+2n)(m+2n)/2+Eﬁ 11— ﬂ)

néu m +2n > 2t,t € (0, 7).

7\

(3.10)

\
Hon nita, néu ton tai cdc hing s6 duong s va Eg c6 thé khong duoc biét cu thé

sao cho

[u(-, 0)]

—0

+0o0 1/2
e = (/ a(g,0)|2(1+§2)8dg> < E,, (3.11)

thi
oY () 0™t
ot ox™ othox™

/2+ —5/2
(% n %)m ngﬁt/TEl—ﬂt/T <% (% In %> s n Eﬁlf‘flﬂ)a

néum+2n — s < 2t,t € [0,T),

E m/ BT gL-pyT (3.12)

ﬁ
T
(m+2n—s)/2 —5/2
( m+2n s %(% In %) 4 E'51515>

neum+2n—s>2tt€(0 T],

y

7\

va vétm—+2n—s <0
oMtV (. 0) 9" (-, 0)
othox™ otnox™

m-+2n — s m + 2n

6. K 2 6. F 2 (1-8) 8
(Tl 5) E5+<T1n€> € E

la mot danh gid kiéu logarithm.

3.3 So do sai phan tién on dinh
Dé cho don gian, dat U:=u", V=" (3.13)
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Khi do ta co6 hé U =Uz, xR te(0,T), (3.14)
Ulx,T)=V, zeR (3.15)

Tren R x [0, 7], ta lay ludi deu
{zn=nh, Ty =kr|ln=0,4+1,%£2,...; k=0,1,...,N; Nt =T},

V6i mdi ham f(z,t) dinh nghia tren R x [0, 77, ta dat f* = f(nh, k7). Ta 10i rac
hoa (3.14)-(3.15) thanh so do sai phan tién

UN = v, n=0+1,... (3.16)
m.___9[m + um
unt = ym - 2l 5 n-tl (3.17)

n=0+1,....m=NN—-1,... 1.

Dinh 1y 3.3.1. So do sai phan (5.16)-(3.17) xap i bai todn (3.14)—(3.15) vdi
bac O(h2 + 7). Hon nita, néu h < w/v, thi so do la on dinh khong diéu kién.

3.4 Vidusbd

Chung toi thit nghiém trén may tinh bén vi du véi do kho khac nhau. Két qua cho

thay rang, cac phuong phap ctia ching téi rat on dinh va httu hieu.

3.5 K&ét luan chuong 3

Chuong 3 da giai quyét duge cac van dé sau:

- Chiing minh cac danh gia on dinh dang Holder va hic¢u chinh phuong trinh
truyen nhiét nguge thoi gian trong khong gian Banach Ly(R), p € (1;+00) véi toc
do hoi tu nhu da dat duge trong khong gian Hilbert La(R).

- Khi xét phuong trinh trong khong gian Hilbert Lo(R), cac danh gia on dinh
dang Holder dat duge khong chi cho nghiém ctia phuong trinh truyén nhiét nguge
thoi gian ma con cho tat ca dao ham ddi véi o va t clia nghiém.

- Dua ra so do sai phan tién on dinh khong diéu kien va cac vi du sé dé minh

hoa cho phan 1y thuyét.
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Két luan chung va kién nghi

I. Két luan chung

Luan an da dat cac két qua méi sau:
1. Hiéu chinh phuong trinh parabolic nguge thoi gian c6 hé so6 khong phu thuoc
thoi gian trong khong gian Hilbert bang phuong phap bai toan gia tri bién khong
dia phuong. Dua ra luat chon tham s6 tién nghiém va hau nghiém cho phuong phap
nay va ching minh danh gia sai s6 c6 bac toéi wu. Phuong phap duge thit nghiem
trén mdy tinh cho thay rang no rat on dinh va httu hiéu.
2. Dua ra két qua danh gia 6n dinh va chinh héa cho phuong trinh parabolic ngugc
thoi gian véi he s6 phu thuoc thoi gian trong khong gian Hilbert. Két qua danh gia
on dinh t6t hon céc két qua ctia Agmon va Nirenberg. Cac luat chon tham s6 tién
nghiém va hau nghiém cho phuong phap chinh héa bang phuong phap bai toan gia
tri bien khong dia phuong duge de xuat dan dén cac danh gia sai s6 dang Holder.
Day 1a két qua dau tién cho phuong phap chinh phuong trinh parabolic nguge thoi
gian c6 hée s6 phu thuoc thoi gian va c6 danh gia sai s6 dang Holder.
3. Dua ra cac két qua danh gia on dinh va chinh héa phuong trinh truyén nhiét
ngudc thoi gian trong khong gian L,(R),p € (1, +00). Cac danh gia thu dude co
dang Holder va c6 cling bac nhu cac két qua da dat duge trong khong gian Hilbert.
Trong truong hop p = 2, cac danh gia on dinh dang Hélder cho tat ca dao ham doi
v6i = va t cla nghiem ciing dat dude. Cac két qua so cling dude dua ra dé minh
hoa cho phan 1y thuyét.

I1. Kién nghi

Trong thoi gian t6i ching toi sé nghién ciu cac van dé sau:
1. Nghién cttu phuong trinh parabolic nguge thoi gian trong khong gian Banach.
2. Nghién ctiu phuong trinh parabolic phi tuyén nguoc thoi gian.
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