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LỜI CAM ĐOAN

Luận án được hoàn thành tại trường Đại học Vinh, dưới sự hướng dẫn

của PGS. TS. Nguyễn Văn Đức và PGS. TS. Đinh Huy Hoàng. Tôi xin

cam đoan đây là công trình của riêng tôi. Các kết quả được viết chung với

các tác giả khác đã được sự đồng ý của đồng tác giả khi đưa vào luận án.

Các kết quả được trình bày trong luận án là mới và chưa từng được công

bố từ trước đến nay.

Tác giả

Nguyễn Văn Thắng
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LỜI CẢM ƠN

Luận án được hoàn thành tại trường Đại học Vinh, dưới sự hướng dẫn

khoa học của PGS. TS. Nguyễn Văn Đức và PGS. TS. Đinh Huy Hoàng.

Trước hết, tác giả xin được bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đối với những người

thầy của mình: PGS. TS. Nguyễn Văn Đức và PGS. TS. Đinh Huy Hoàng,

những người đã đặt bài toán và định hướng nghiên cứu cho tác giả. Các

thầy đã hướng dẫn nhiệt tình và động viên tác giả trong suốt quá trình

học tập và nghiên cứu.

Tác giả cũng xin chân thành cảm ơn Viện Sư phạm tự nhiên, Tổ bộ

môn Giải tích, Phòng đào tạo Sau đại học và các phòng chức năng khác

của Trường Đại học Vinh đã tạo điều kiện thuận lợi để tác giả hoàn thành

nhiệm vụ của nghiên cứu sinh.

Tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới gia đình và những người bạn

thân thiết đã luôn sẻ chia, giúp đỡ và động viên tác giả trong suốt quá

trình học tập và nghiên cứu.

Nguyễn Văn Thắng
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MỘT SỐ KÝ HIỆU THƯỜNG DÙNG TRONG LUẬN ÁN

TT Các ký hiệu Giải thích ý nghĩa của ký hiệu

1 H Không gian Hilbert H

2 〈·, ·〉 Tích vô hướng trong không gian Hilbert H

3 ‖.‖ Chuẩn trong không gian Hilbert H

4 ‖.‖L2(0,1) Chuẩn trong không gian L2(0, 1)

5 A Toán tử tuyến tính không bị chặn, tự liên hợp,

xác định dương

6 A(t) Toán tử phụ thuộc vào thời gian

7 D(A) Miền xác định của toán tử A

8 D(A(t)) Miền xác định của toán tử A(t)

9 {φi}i≥1 Hệ cơ sở trực chuẩn trong H

10 {λi}i≥1 Hệ giá trị riêng của toán tử A đối với hệ

véctơ riêng là cơ sở trực chuẩn trong H

11 Ω Miền bị chặn trong không gian Rn

12 Rn Không gian thực n chiều

13 ut Đạo hàm riêng cấp một theo biến thời gian t

14 ux Đạo hàm riêng cấp một theo biến không gian x

15 uxx Đạo hàm riêng cấp hai theo biến không gian x

16 C([0, T ], H) Không gian các hàm liên tục từ [0, T ] vào H

17 C1([0, T ], H) Không gian các hàm khả vi liên tục từ [0, T ]

vào H

18 U(t, s) Hệ tiến hóa sinh bởi -A(t)

19 Jα(g) Phiếm hàm Tikhonov với tham số hiệu chỉnh α

20 v(t, g) Nghiệm của phương trình parabolic nửa tuyến

tính với dữ kiện ban đầu v(0) = g

21 xn ⇀ x Dãy {xn} hội tụ yếu tới x
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MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài

Phương trình parabolic bậc nguyên và bậc phân thứ ngược thời gian

được dùng để mô tả nhiều hiện tượng vật lý quan trọng. Chẳng hạn, quá

trình truyền nhiệt [43, 49], quá trình địa vật lý và địa chất [22, 37, 58, 59],

khoa học vật liệu [65], thủy động học [12], xử lý ảnh [15, 16, 48, 63], mô tả

sự vận chuyển bởi dòng chất lỏng trong môi trường xốp [89]. Ngoài ra, lớp

các phương trình parabolic nửa tuyến tính dạng ut +A(t)u(t) = f(t, u(t)),

cũng được dùng để mô tả một số hiện tượng vật lý quan trọng. Chẳng

hạn: a) f(t, u) = u
(
b− c‖u‖2

)
, c > 0 trong mô hình sinh lý thần kinh của

các hệ thống tế bào thần kinh lớn có tiềm năng hành động [38, 47, 67], b)

f(t, u) = −σu/
(
1 + au+ bu2

)
với σ, a, b > 0, trong động học enzyme [62],

c) f(t, u) = −|u|pu, p > 1 hoặc f(t, u) = −up trong các phản ứng nhiệt [62],

d) f(t, u) = au − bu3 như phương trình Allen-Cahn mô tả quá trình tách

pha trong hệ thống hợp kim đa thành phần [6] hoặc phương trình Ginzburg-

Landau trong siêu dẫn [39], hoặc e) f(t, u) = σu(u− θ)(1− u)(0 < θ < 1)

trong bài toán dân số [62]. Bên cạnh đó, dạng phương trình Bürgers ngược

thời gian cũng thường xuyên được bắt gặp trong ứng dụng về đồng hóa số

liệu [4, 57, 69], quá trình sóng phi tuyến, trong lý thuyết về âm học phi

tuyến hay lý thuyết nổ [64] và trong ứng dụng điều khiển tối ưu [5].

Các bài toán đã nêu ở trên thường đặt không chỉnh theo nghĩa Hadamard

[49, 75]. Đối với lớp các bài toán ngược đặt không chỉnh, khi dữ kiện cuối

của bài toán thay đổi nhỏ có thể dẫn đến bài toán không có nghiệm hoặc

nếu có thì nghiệm này lại cách xa nghiệm chính xác. Vì vậy, việc đưa ra

các đánh giá ổn định, phương pháp chỉnh hóa cũng như các phương pháp

số hữu hiệu để tìm nghiệm gần đúng cho bài toán đặt không chỉnh luôn

là vấn đề thời sự. Với các lý do nêu trên, chúng tôi chọn đề tài nghiên cứu

cho luận án của mình là:"Về đánh giá ổn định và chỉnh hóa cho
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phương trình parabolic bậc nguyên và bậc phân thứ ngược thời

gian".

2. Mục đích nghiên cứu

Mục đích của chúng tôi là thiết lập các kết quả mới về đánh giá ổn

định cũng như chỉnh hóa cho các dạng phương trình parabolic bậc nguyên

và bậc phân thứ ngược thời gian.

3. Đối tượng nghiên cứu

Đối với phương trình parabolic bậc nguyên, chúng tôi tập trung nghiên

cứu phương trình kiểu Bürgers ngược thời gian, phương trình parabolic

nửa tuyến tính ngược thời gian. Còn đối với phương trình parabolic bậc

phân thứ, chúng tôi tập trung nghiên cứu phương trình tuyến tính.

4. Phạm vi nghiên cứu

Chúng tôi nghiên cứu đánh giá ổn định và chỉnh hoá cho phương trình

parabolic bậc nguyên và bậc phân thứ ngược thời gian.

5. Phương pháp nghiên cứu

Chúng tôi sử dụng các phương pháp như phương pháp lồi logarithm

[2, 28, 32, 35], phương pháp bài toán giá trị biên không địa phương [28, 30,

31, 32, 33], phương pháp chỉnh hoá Tikhonov [19, 33, 36, 75] và phương

pháp làm nhuyễn [20, 25, 26, 27, 29].

6. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn

Luận án đã đạt được một số kết quả về đánh giá ổn định và chỉnh

hóa cho phương trình parabolic bậc nguyên phi tuyến và phương trình

parabolic bậc phân thứ tuyến tính. Do đó, luận án góp phần làm phong

phú thêm các kết quả nghiên cứu trong lĩnh vực bài toán ngược và bài

toán đặt không chỉnh.

Luận án có thể làm tài liệu tham khảo cho các sinh viên, học viên cao

học và nghiên cứu sinh ngành toán.

7. Tổng quan và cấu trúc của luận án

7.1. Tổng quan một số vấn đề liên quan đến luận án
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Bài toán đặt không chỉnh và bài toán ngược xuất hiện từ thập niên 50

của thế kỉ trước. Các nhà toán học đầu tiên đề cập tới bài toán này là

Tikhonov A. N., Lavrent’ev M. M., John J., Pucci C. và Ivanov V. K. Đặc

biệt, vào năm 1963, Tikhonov A. N. đưa ra phương pháp chỉnh hóa mang

tên ông cho các bài toán đặt không chỉnh (xem [75]). Kể từ đó, bài toán

đặt không chỉnh và bài toán ngược đã trở thành một ngành riêng của toán

vật lý và khoa học tính toán.

Cho H là không gian Hilbert với tích vô hướng 〈·, ·〉 và chuẩn ‖ · ‖. Xét
bài toán tìm hàm u : [0, T ]→ H sao chout + Au = f(t, u), 0 < t ≤ T,

‖u(T )− ϕ‖ ≤ ε
(1)

với A là toán tử tuyến tính không bị chặn tự liên hợp xác định dương trên

không gian Hilbert H, ϕ thuộc H và f : [0, T ]×H → H.

Đã có nhiều kết quả đánh giá ổn định và chỉnh hóa cho bài toán (1)

trong trường hợp tuyến tính f ≡ 0 [3, 8, 11, 43, 49], chẳng hạn như phương

pháp tựa đảo [40, 42], phương pháp phương trình Sobolev [21, 23, 41, 68],

phương pháp chỉnh hóa Tikhonov [33, 75, 76], phương pháp bài toán giá trị

biên không địa phương [9, 28, 30, 31, 32, 33] và phương pháp làm nhuyễn

[25, 26, 27, 29]. Tuy nhiên, đối với bài toán phi tuyến, vẫn còn nhiều vấn

đề cần được quan tâm nghiên cứu. Chẳng hạn như, tìm các đánh giá ổn

định và chỉnh hóa cho phương trình có hệ số phụ thuộc thời gian.

Vào năm 1994, Nguyễn Thành Long và Alain Phạm Ngọc Định ([53])

đã xem xét bài toán ngược cho phương trình parabolic nửa tuyến tính dạng

(1). Bằng cách sử dụng nửa nhóm co liên tục mạnh sinh bởi toán tử

Aβ = −A(I + βA)−1, β > 0,

họ đạt được đánh giá sai số kiểu logarithm trên (0, 1] giữa nghiệm của bài

toán ban đầu và nghiệm của bài toán chỉnh hóa.

Vào các năm 2007, 2009, Đặng Đức Trọng và các cộng sự ([77, 78]) xét

bài toán (1) trong không gian một chiều có dạng
ut − uxx = f(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ (0, π)× (0, T ),

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ (0, T ),

‖u(x, T )− ϕ‖ ≤ ε,

(2)
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với f thỏa mãn điều kiện Lipschitz toàn cục. Trong [77], các tác giả đã

chỉnh hóa bài toán (2) bằng bài toán
uεt − uεxx =

∞∑
n=1

etn
2

εt/T+e−tn2
f(x, t, uε) sinnx, (x, t) ∈ (0, π)× (0, T ),

uε(0, t) = uε(π, t) = 0, t ∈ (0, T )

εuε(x, 0) + uε(x, T ) = ϕ(x)−
∞∑
n=1

(∫ T
0

ε
εs/T+e−sn2

f(x, s, uε)ds
)

sinnx.

Với điều kiện

M 2 = ‖u(0)‖2 + 6π

∫ T

0

∞∑
n=1

e−sn
2

f 2
n(u)ds <∞

các tác giả trong [77] đã đạt được đánh giá sai số kiểu Hölder như sau

‖u(t)− uε(t)‖ ≤M exp((3k2T (T − t))/2)εt/T .

Trong [78], Đặng Đức Trọng và Nguyễn Huy Tuấn đã sử dụng phương

pháp phương trình tích phân để chỉnh hóa phương trình (2). Cụ thể, họ

chỉnh hóa bài toán (2) bằng bài toán

uε(x, t) =
∞∑
n=1

(εn2 + e−Tn
2

)
t−T
T

(
ϕn −

∫ T

t
e(s−T )n2fn(u

ε)ds

)
sinnx. (3)

Với điều kiện

∞∑
n=1

n4e2Tn2| 〈u(t), φn〉 |2 <∞, ∀t ∈ [0, T ], (4)

trong đó φn = sin(nx), các tác giả trong [78] đạt được đánh giá sai số dạng

Hölder như sau

‖u(t)− uε(t)‖ ≤Mek
2T (T−t)ε

t
T

(
T

1 + ln T
ε

)1−t/T

.

Sau đó vào năm 2010, Phan Thành Nam ([60]) đã chỉnh hóa bài toán

(1) bằng phương pháp chặt cụt. Tác giả xét A là một toán tử dương tự

liên hợp không bị chặn và H có một cơ sở trực chuẩn {φi}i>1 là các véctơ

riêng tương ứng với các giá trị riêng {λi}i>1 của toán tử A sao cho

0 < λ1 6 λ2 6 . . . , và lim
i→+∞

λi = +∞ (5)
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và f thỏa mãn điều kiện Lipschitz toàn cục. Phan Thành Nam đã chứng

minh bài toán sau là đặt chỉnhvt + Av = PMf(t, v(t)), 0 < t < T,

v(T ) = PMg
(6)

trong đó

PMw =
∑
λn≤M

〈φn, w〉φn

và đạt được các kết quả như sau.

Nếu ∞∑
n=1

e2λn min(t,β)|(u(t), φn)|2 6 E2
0

thì với β ≥ T ta có

‖v(t)− u(t)‖ ≤ cεt/T .

Nếu ∞∑
n=1

λ2β
′

n e2λn min(t,β)|(u(t), φn)|2 6 E2
1

thì với β ≥ T ta có

‖v(t)− u(t)‖ ≤ cεt/T max
{

ln(1/ε)−β
′

, ε(τ−T )/τ
}
.

Nếu ∞∑
n=1

e2λn|(u(t), φn)|2 6 E2
2

thì

‖v(t)− u(t)‖ ≤ cεt/T max
{
ε(β−T )/τ , ε(τ−T )/τ

}
.

Vào năm 2014, Nguyễn Huy Tuấn và Đặng Đức Trọng ([80]) đã xét bài

toán (1) với A thỏa mãn các điều kiện như trong [60]. Với v ∈ H, họ đưa

ra định nghĩa

Aε(v) =
∞∑
k=0

ln+
( 1

ελk + e−λk

)
〈v, φk〉φk

trong đó ln+(x) = max{lnx, 0}. Hơn nữa, hai tác này giả sử rằng f thỏa

mãn các điều kiện
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(F0) Tồn tại hằng số L0 > 0 sao cho

〈f(t, w1)− f(t, w2), w1 − w2〉+ L0‖w1 − w2‖2 > 0.

(F1) Với r > 0 , tồn tại hằng số K(r) > 0 sao cho f : R × H → H thỏa

mãn điều kiện Lipschitz địa phương

‖f(t, w1)− f(t, w2)‖ 6 K(r)‖w1 − w2‖

với w1, w2 ∈ H sao cho ‖wi‖ 6 r, i = 1, 2.

(F2) f(t, 0) = 0 với mọi t ∈ [0, T ].

Nguyễn Huy Tuấn và Đặng Đức Trọng đã chỉnh hóa bài toán (1) bằng bài

toán tựa đảo sau
dvε(t)

dt
+ Aεvε(t) = f(vε(t), t), 0 < t < T,

vε(T ) = ϕ.
(7)

Các tác giả này cần đến điều kiện

E2 =

∫ T

0

∞∑
k=1

λ2
ke

2λk
∣∣〈u(s), φk〉

∣∣2 <∞.
Khi đó, họ đạt được tốc độ hội tụ của nghiệm chỉnh hóa về nghiệm chính

xác có dạng εt/T
(

ln e
ε

)t/T−1

.

Mặc dù trong [60, 77, 78, 80], các nhà toán học đã đưa ra được đánh

giá sai số dạng Hölder nhưng điều kiện đặt lên nghiệm là mạnh và không

dễ kiểm tra.

Đến năm 2015, Đinh Nho Hào và Nguyễn Văn Đức ([34]) đã chỉnh hóa

bài toán (1) bằng bài toán biên không địa phươngvt + Av = f(t, v(t)), 0 < t < T,

αv(0) + v(T ) = ϕ, 0 < α < 1.
(8)

Hai tác giả trên xét hàm f thỏa mãn điều kiện Lipschitz

‖f(t, w1)− f(t, w2)‖ 6 k‖w1 − w2‖ (9)

với hằng số Lipschitz k ∈ [0, 1/T ) độc lập với t, w1, w2.



12

Hơn nữa, với giả thiết ‖u(0)‖ 6 E,E > ε, hai tác giả này đã đưa ra

đánh giá sai số kiểu Hölder

‖u(·, t)− v(·, t)‖ 6 Cεt/TE1−t/T , ∀t ∈ [0, T ]. (10)

Đinh Nho Hào và Nguyễn Văn Đức là hai tác giả đầu tiên đạt được tốc độ

dạng Hölder khi chỉnh hóa bài toán (1) chỉ với điều kiện ‖u(0)‖ ≤ E. Tuy

nhiên, điều này chỉ đúng với hằng số Lipschitz k ∈ [0, 1/T ).

Bên cạnh phương trình parabolic nửa tuyến tính, phương trình Bürgers

ngược thời gian cũng được nhiều nhà toán học quan tâm nghiên cứu.

Abazari R., Borhanifar A. ([1]), Srivastava V. K., Tamsir M., Bhardwaj U.,

Sanyasiraju Y. ([70]), Zhanlav T., Chuluunbaatar O., Ulziibayar V. ([90]),

Zhu H., Shu H., Ding M. ([93]) đã đưa ra phương pháp số cho phương

trình Bürgers. Allahverdi N. và các cộng sự ([5]) xét ứng dụng của phương

trình Bürgers trong điều khiển tối ưu. Lundvall J. và các cộng sự ([56]) xét

ứng dụng của phương trình Bürgers trong đồng hóa số liệu. Carasso A. S.

([14]), Ponomarev S. M. ([64]) dùng phương pháp lồi logarithm để đưa ra

đánh giá ổn định cho phương trình Bürgers.

Khác với phương trình parabolic bậc nguyên ngược thời gian, phương

trình parabolic bậc phân thứ ngược thời gian xuất hiện muộn hơn nhưng

cũng là một hướng nghiên cứu hết sức sôi động trong những năm gần đây.

Các nhà toán học đã đạt được nhiều kết quả quan trọng theo hướng nghiên

cứu này. Chẳng hạn, Sakamoto K. và Yamamoto M. ([66]) đã đạt được kết

quả về sự tồn tại và tính duy nhất ngược của nghiệm. Xua X. và các cộng

sự ([86]) đã đạt được kết quả đánh giá ổn định bằng phương pháp đánh giá

Carleman. Các phương pháp chỉnh hoá và các phương pháp số hữu hiệu

cho phương trình parabolic bậc phân thứ ngược thời gian cũng đã được

các nhà toán học đề xuất như phương pháp bài toán giá trị biên không địa

phương ([83, 85, 87]), phương pháp chỉnh hóa Tikhonov ([7, 84]), phương

pháp chặt cụt ([81, 88, 91, 92]), phương pháp tựa đảo ([52]), phương pháp

sai phân ([50, 51]), phương pháp phần tử hữu hạn ([45]), phương pháp biến

phân ([82]) và một số phương pháp khác ([13, 17, 44, 54, 55]).

7.2. Cấu trúc luận án

Nội dung luận án được trình bày trong 4 chương. Ngoài ra, luận án còn

có Lời cam đoan, Lời cảm ơn, Mục lục, Mở đầu, Kết luận và kiến nghị,
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Danh mục các công trình khoa học của nghiên cứu sinh liên quan trực tiếp

đến luận án và danh mục tài liệu tham khảo.

Chương 1 trình bày các kiến thức cơ sở và một số kiến thức bổ trợ cho

các chương sau.

Chương 2 trình bày các kết quả về đánh giá ổn định và chỉnh hóa

Tikhonov có hiệu chỉnh cho phương trình parabolic bậc nguyên nửa tuyến

tính ngược thời gian.

Chương 3 trình bày các kết quả về đánh giá ổn định cho phương trình

Bürgers ngược thời gian.

Chương 4 trình bày phương pháp chỉnh hóa cho phương trình parabolic

bậc phân thứ tuyến tính ngược thời gian bằng phương pháp làm nhuyễn.

Các kết quả chính của luận án đã được trình bày tại seminar của Bộ

môn Giải tích thuộc Viện sư phạm tự nhiên - Trường Đại học Vinh, seminar

của phòng phương trình vi phân của Viện toán học thuộc Viện hàn lâm

khoa học và công nghệ Việt Nam, Hội thảo khoa học "Tối ưu và Tính toán

khoa học lần thứ 15" tại Ba Vì ngày 20-22/4/2017. Kết quả trong luận án

cũng đã được báo cáo tại Đại hội Toán học Việt Nam lần thứ 9 tại Nha

Trang 14-18/8/2018.

Các kết quả này cũng đã được viết thành 04 bài báo trong đó có 01 bài

đăng trên tạp chí thuộc danh mục SCI (Inverse Problems), 01 bài đăng trên

tạp chí thuộc danh mục SCIE (Journal of Inverse and Ill-Posed Problems),

02 bài (01 bài đăng và 01 bài đã được nhận đăng) trên tạp chí thuộc danh

mục Scopus (Acta Mathematica Vietnamica).

Tác giả

Nguyễn Văn Thắng
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CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CƠ SỞ

1.1 Khái niệm bài toán đặt không chỉnh, đánh giá ổn

định và chỉnh hóa

Cho X, Y là hai không gian Banach và A là toán tử liên tục từ X vào

Y . Xét phương trình

Ax = y (1.1)

trong đó x ∈ X và y ∈ Y .

Định nghĩa 1.1.1. ([43, 49]) Bài toán (1.1) được gọi là đặt chỉnh nếu

i) với mỗi y ∈ Y , có không quá một x ∈ X thỏa mãn (1.1),

ii) với mỗi y ∈ Y tồn tại nghiệm x ∈ X của (1.1),

iii) ‖x− x‖X → 0 khi ‖y − y‖Y → 0 với y = Ax.

Nếu một trong ba điều kiện trên không thỏa mãn thì bài toán (1.1) được

gọi là đặt không chỉnh.

Nghiệm x ∈ XM ⊂ X của (1.1) được gọi là ổn định có điều kiện trên

tập XM nếu (xem [43])

‖x− x‖X → 0⇔ ‖Ax− Ax‖Y → 0, x ∈ XM .

Giả sử rằng, nghiệm x của bài toán (1.1) ổn định có điều kiện trên tập

XM . Khi đó, tồn tại một hàm ψ : R+ → R+ với ψ(0) = 0 sao cho

‖x− x‖X ≤ ψ(‖Ax− Ax‖Y ). (1.2)

Đánh giá (1.2) được gọi là đánh giá ổn định ([18, 43]). Trong trường hợp

ψ(η) = µηγ, γ > 0 ta có đánh giá ổn định kiểu Hölder và đây là một "bài
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toán tốt". Trong trường hợp ψ là hàm dạng logarithm thì ta đạt được đánh

giá ổn định kiểu logarithm và ta có một "bài toán xấu". Còn trong trường

hợp‚ ta không có một đánh giá nào về tốc độ tiến tới 0 của ψ(η) khi η → 0

ta có một "bài toán rất xấu".

Giả sử rằng, với toán tử A và hai không gian X, Y thì bài toán (1.1) là

đặt không chỉnh. Giả sử, với y là vế phải chính xác của (1.1) thì (1.1) có

duy nhất nghiệm x sao cho Ax = y, nhưng y không được biết mà ta chỉ

biết gần đúng của nó là yδ với sai số δ được xác định

‖yδ − y‖Y ≤ δ.

Vì (1.1) đặt không chỉnh nên ta không thể dùng toán tử ngược A−1 để tìm

xδ. Tức là, không thể tìm xδ bằng cách xδ = A−1yδ, bởi vì toán tử ngược

có thể không xác định tại yδ hoặc là không liên tục trên Y .

Để tìm nghiệm gần đúng xδ, ta sử dụng toán tử chỉnh hóa.

Định nghĩa 1.1.2. ([18]) Toán tử R(y, δ) từ không gian Y vào không gian

X được gọi là chỉnh hóa của phương trình (1.1) (đối với phần tử y) nếu

i) có một số δ1 > 0 sao cho R(y, δ) xác định trên [0, δ1] và với yδ ∈ Y ta có

‖yδ − y‖Y ≤ δ,

ii) với mỗi ε > 0, tồn tại δ0(ε, yδ) ≤ δ1 sao cho từ bất đẳng thức

‖yδ − y‖Y ≤ δ ≤ δ0

suy ra được

‖xδ − x‖X ≤ ε,

trong đó xδ = R(yδ, δ).

Trong định nghĩa trên, nếu δ0 không phụ thuộc vào yδ thì ta gọi là

chỉnh hóa tiên nghiệm. Còn trong trường hợp, δ0 phụ thuộc vào yδ thì ta

gọi là chỉnh hóa hậu nghiệm.

1.2 Một số kết quả bổ trợ

Bổ đề 1.2.1. (Bất đẳng thức Young) Với hai số không âm bất kì a, b và

p > 0, q > 0 sao cho
1

p
+

1

q
= 1, ta có

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.
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Bổ đề 1.2.2. (Bất đẳng thức Hölder) Cho ai > 0, bi > 0, i = 1, 2, ..., n và

p > 0, q > 0 sao cho
1

p
+

1

q
= 1. Khi đó, bất đẳng thức sau đúng

n∑
i=1

aibi ≤
(

n∑
i=1

api

) 1
p
(

n∑
i=1

bqi

) 1
q

.

Định nghĩa 1.2.3. ([10]) Hàm Gamma Γ được xác định bởi công thức

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt (1.3)

với z thuộc nửa mặt phẳng bên phải Rez > 0 của mặt phẳng phức.

Nhận xét 1.2.4. ([10]) Hàm Gamma Γ có các tính chất sau

1) Γ(1) = 1,

2) Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N∗.

Định nghĩa 1.2.5. ([10]) Hàm Eα,β(z) được xác định bởi

Eα,β(z) :=
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, z ∈ C,

trong đó α > 0, β > 0 và Γ là hàm Gamma được gọi là hàm Mittag-Leffler.

Bổ đề 1.2.6. ([52]) Giả sử rằng 0 < γ0 < γ1 < 1. Khi đó, tồn tại các hằng

số C,C1 > 0 chỉ phụ thuộc vào γ0, γ1 sao cho

C

Γ(1− γ)

1

1− x
6 Eγ,1(x) 6

C1

Γ(1− γ)

1

1− x
, x 6 0, γ ∈ [γ0, γ1].

Định nghĩa 1.2.7. ([10]) Cho f là hàm khả vi liên tục trên [0, T ] (T > 0).

Đạo hàm bậc phân thứ Caputo với bậc γ ∈ (0, 1) của hàm f trên (0, T ]

được xác định như sau

dγ

dtγ
f(t) =

1

Γ(1− γ)

∫ t

0
(t− s)−γ d

ds
f(s)ds, 0 < t 6 T.

Định nghĩa 1.2.8. ([61]) Với υ ∈ L2(Rn), phép biến đổi Fourier của hàm

v được định nghĩa bởi

F (υ)(ξ) := υ̂(ξ) =
1√
2π

n

∫
Rn
e−iξxυ(x)dx

và phép biến đổi Fourier ngược được định nghĩa bởi

F−1(υ)(ξ) := υ̌(ξ) =
1√
2π

n

∫
Rn
eiξxυ(x)dx.
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Định nghĩa 1.2.9. ([72]) Cho hàm u : Rn → R.
i) Không gian L2(Rn) được xác định bởi

L2(Rn) =

{
u :

∫
Rn
|u|2dx <∞

}
với chuẩn

‖u‖ := ‖u‖L2(Rn) =

(∫
Rn
|u|2dx

) 1
2

.

ii) Cho s ≥ 0. Không gian Hs(Rn) được xác định bởi

Hs(Rn) =

{
u :

∫
Rn
|û(ξ)|2(1 + |ξ|2)sdξ <∞

}
với chuẩn được xác định như sau

‖u‖Hs(Rn) =

(∫
Rn
|û(ξ)|2(1 + |ξ|2)sdξ

) 1
2

.

Định nghĩa 1.2.10. ([61]) Với f, g ∈ L2(Rn) tích chập của f và g được kí

hiệu là f ∗ g và được xác định bởi

(f ∗ g)(x) =

(√
2

π

)n ∫
Rn
f(y)g(x− y)dy, x ∈ Rn.

Định nghĩa 1.2.11. ([61]) Hàm Dν(x) =
n∏
j=1

sin(νxj)

xj
(ν > 0) được gọi là

nhân Dirichlet.

Bổ đề 1.2.12. ([61])Nhân Dirichlet có các tính chất sau

i) Với Mν = {x ∈ Rn : |xj| < ν, j = 1, 2, ..., n} và Qν = Rn/Mν, ta có(√
2

π

)n

D̂ν =

1 trên Mν

0 trên Qν.

ii) Với f ∈ L2(Rn), hàm

Sν(f)(x) = Dν ∗ f =

(√
2

π

)n ∫
Rn
Dν(y)f(x− y)dy

thỏa mãn

F [Sν(f)] = f̂ trên [−ν, ν].
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CHƯƠNG 2

ĐÁNH GIÁ ỔN ĐỊNH VÀ CHỈNH HÓA CHO PHƯƠNG

TRÌNH PARABOLIC NỬA TUYẾN TÍNH NGƯỢC THỜI

GIAN

Trong chương này, đầu tiên chúng tôi đưa ra các kết quả đánh giá

ổn định cho phương trình parabolic nửa tuyến tính ngược thời gian. Sau

đó, chúng tôi dùng phương pháp Tikhonov có hiệu chỉnh để chỉnh hóa

phương trình này. Kết quả trong chương này của chúng tôi là những kết

quả đầu tiên đưa ra đánh giá ổn định, cũng như chỉnh hóa cho phương

trình parabolic nửa tuyến tính ngược thời gian (hằng số Lipschitz không

âm tùy ý) chỉ với điều kiện bị chặn của nghiệm tại t = 0. Các kết quả này

đã được công bố trong hai bài báo:

- Duc N. V. , Thang N. V. (2017), Stability results for semi-linear parabolic

equations backward in time, Acta Mathematica Vietnamica 42, 99-111.

- Hào D. N., Duc N. V. and Thang N. V. (2018), Backward semi-linear

parabolic equations with time-dependent coefficients and locally Lipschitz

source, J. Inverse Problems 34, 055010, 33 pp.

2.1 Đánh giá ổn định cho phương trình parabolic nửa

tuyến tính ngược thời gian với hệ số phụ thuộc

thời gian

Cho H là không gian Hilbert với tích vô hướng 〈·, ·〉 và chuẩn ‖ · ‖. Giả

sử rằng các điều kiện sau thỏa mãn:

(A1) A(t) là toán tử tuyến tính xác định dương, tự liên hợp và không bị

chặn trên H với mỗi t ∈ [0, T ].



19

(A2) Nếu ui : [0, T ]→ H, i = 1, 2 là hai nghiệm của phương trình

Lu =
du

dt
+ A(t)u = f(t, u), 0 < t ≤ T, (2.1)

thì tồn tại hàm liên tục a1(t) trên [0, T ] sao cho

c 6 a1(t) 6 c1,∀t ∈ [0, T ],

với c, c1 là các hằng số thực và tồn tại hằng số c2 sao cho w = u1− u2

thỏa mãn bất đẳng thức

− d
dt
〈A(t)w,w〉 > −2 〈A(t)w,wt〉 − a1(t) 〈A(t)w,w〉 − c2‖w‖2.

Với t ∈ [0, T ], đặt

a2(t) = exp

(∫ t

0
a1(τ)dτ

)
, a3(t) =

∫ t

0
a2(ξ)dξ,

và

ν(t) =
a3(t)

a3(T )
. (2.2)

Nhận xét 2.1.1. i) Lớp các toán tử A(t) thỏa mãn (A1) và (A2) là rộng.

Một ví dụ đơn giản cho một toán tử như vậy là A(t) = a(t)B với B tự liên

hợp, xác định dương và không bị chặn và a(t) > a0 > 0, khả vi liên tục.

Trong trường hợp này, chúng ta có thể lấy a1(t) = at(t)/a(t) và c2 = 0.

ii) Nếu a1(t) < 0 thì ν(t) >
t

T
.

iii) Nếu A(t) = a(t)A thì a1(t) =
at(t)

a(t)
, do đó ν(t) =

∫ t
0 a(s)ds∫ T
0 a(s)ds

. Đặc biệt,

nếu A(t) = A thì ν(t) = t/T .

Bây giờ, chúng ta đưa ra các đánh giá ổn định. Trước hết, ta xét các

đánh giá ổn định với ràng buộc của nghiệm trên miền [0, T ]. Giả sử f thỏa

mãn điều kiện (F1) như sau

(F1) Với r > 0, tồn tại hằng số K(r) > 0 sao cho f : [0, T ]×H → H thỏa

mãn điều kiện Lipschitz địa phương

‖f(t, w1)− f(t, w2)‖ 6 K(r)‖w1 − w2‖

với w1, w2 ∈ H sao cho ‖wi‖ 6 r, i = 1, 2.
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Định lý 2.1.2. Giả sử rằng A(t) thỏa mãn các điều kiện (A1),(A2) và f

thỏa mãn điều kiện (F1). Cho u1 và u2 là hai nghiệm của bài toán (2.1)

thỏa mãn ‖ui(T )− ϕ‖ 6 ε với ϕ ∈ H và ràng buộc

‖ui(t)‖ 6 E, t ∈ [0, T ], i = 1, 2, 0 < ε < E.

Khi đó, với t ∈ [0, T ] ta có

‖u1(t)− u2(t)‖ 6 2εν(t)E1−ν(t) exp
(
c3ν(t)(1− ν(t))

)
, (2.3)

trong đó

c3 =

(
1

2
K2T + |c2|T + 2K

)
c4c5

với c4 = a3(T )
T , c5 = max{exp |c1|T, exp |c|T} và K = K(E) là hằng số

Lipschitz được xác định bởi (F1).

Chứng minh Định lý 2.1.2

Để chứng minh định lý này, chúng ta cần các bổ đề sau.

Bổ đề 2.1.3. Nếu h là hàm khả tích Riemann và tăng trên [0, 1], thì

t

∫ 1

0
h(s)ds >

∫ t

0
h(s)ds, t ∈ [0, 1].

Chứng minh. Vì h là hàm tăng trên [0, 1] nên với mọi t ∈ [0, 1] ta có

t

∫ 1

t
h(s)ds ≥ t

∫ 1

t
h(t)ds = t(1− t)h(t)

và

(1− t)
∫ t

0
h(s)ds ≤ (1− t)

∫ t

0
h(t)ds = t(1− t)h(t).

Do đó, t
∫ 1
t h(s)ds ≥ (1− t)

∫ t
0 h(s)ds hay t

∫ 1
0 h(s)ds >

∫ t
0 h(s)ds, t ∈ [0, 1].

Bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 2.1.4. Nếu p là hàm không âm và khả tích trên [0, T ] thì∫ ν(t)

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ)− ν(t)

∫ 1

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ) 6 0,

trong đó ν(t) được xác định bởi (2.2) và dν(τ) = ντ(τ)dτ .
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Chứng minh. Đặt h(ν(t)) =
∫ t

0 p(s)ds, t ∈ [0, T ]. Vì ν(t) là hàm liên tục

tăng ngặt trên [0, T ] nên h(ν(t)) là hàm tăng theo biến ν. Từ (2.2) ta thấy

0 6 ν(t) 6 1, t ∈ [0, T ]. Áp dụng Bổ đề 2.1.3, ta có

ν(t)

∫ 1

0
hdν(τ) >

∫ ν(t)

0
hdν(τ).

Do đó ∫ ν(t)

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ)− ν(t)

∫ 1

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ) 6 0.

Bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 2.1.5. Đặt z = u1 − u2 và B(t)z = zt + A(t)z. Nếu ‖z(t)‖ > 0 với

mọi t ∈ [0, T ] và tồn tại hằng số K sao cho ‖B(t)z‖ 6 K‖z‖ thì

− d
dt

〈A(t)z, z〉
‖z‖2

> −a1(t)
〈A(t)z, z〉
‖z‖2

− 1

2
K2 − c2,

trong đó a1(t) và c2 được xác định bởi (A2).

Chứng minh. Từ (A2) ta có

‖z‖4

(
− d
dt

〈A(t)z, z〉
‖z‖2

)
=

(
− d
dt
〈A(t)z, z〉

)
‖z‖2 + 2 〈A(t)z, z〉 〈z, zt〉

>
(
− 2 〈A(t)z, zt〉 − a1(t) 〈A(t)z, z〉 − c2‖z‖2

)
‖z‖2

+ 2 〈A(t)z, z〉 〈z,−A(t)z +B(t)z〉

=
(
− 2 〈A(t)z,−A(t)z +B(t)z〉 − a1(t) 〈A(t)z, z〉 − c2‖z‖2

)
‖z‖2

− 2
〈
A(t)z − 1

2
B(t)z, z

〉2

+
1

2
〈B(t)z, z〉2 .

Do đó

‖z‖4

(
− d
dt

〈A(t)z, z〉
‖z‖2

)
≥
∥∥∥A(t)z − 1

2
B(t)z

∥∥∥2

‖z‖2 − 1

2
‖B(t)z‖2‖z‖2

− 2
〈
A(t)z − 1

2
B(t)z, z

〉2

+
1

2
〈B(t)z, z〉2

− a1(t) 〈A(t)z, z〉 ‖z‖2 − c2‖z‖4.
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Sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz, ta có∥∥∥A(t)z − 1

2
B(t)z

∥∥∥2

‖z‖2 >
〈
A(t)z − 1

2
B(t), z

〉2

.

Chúng ta đạt được

‖z‖4

(
− d
dt

〈A(t)z, z〉
‖z‖2

)
> −a1(t) 〈A(t)z, z〉 ‖z‖2 −

(
1

2
K2 + c2

)
‖z‖4.

Vì vậy,

− d
dt

〈A(t)z, z〉
‖z‖2

> −a1(t)
〈A(t)z, z〉
‖z‖2

− 1

2
K2 − c2.

Bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 2.1.6. Ta kí hiệu z = u1−u2, B(t)z = zt+A(t)z. Giả sử ‖z(t)‖ > 0

với t ∈ [0, T ] và ‖B(t)z‖ ≤ K‖z‖, đặt

Q(t) = −〈A(t)z, z〉
‖z‖2

1

a2(t)
(2.4)

và p(t) = Qt(t) +
(
|c2|+ 1

2K
2
)
c5, trong đó a2(t) = exp(

∫ t
0 a1(τ)dτ) với

a1(t) được xác định bởi (A2) và c5 = max
{

exp(|c1|T ), exp(|c|T )
}
. Khi đó,

p(t) > 0, t ∈ [0, T ] và

Q(t) = Q(0) +

∫ t

0
p(s)ds−

(
1

2
K2 + |c2|

)
c5t.

Chứng minh. Vì a2(t) = exp(
∫ t

0 a1(τ)dτ) nên

Q(t) = −〈A(t)z, z〉
‖z‖2

exp(−
∫ t

0
a1(τ)dτ)

và

Qt(t) =

(
− d
dt

〈A(t)z, z〉
‖z‖2

+ a1(t)
〈A(t)z, z〉
‖z‖2

)
exp

(
−
∫ t

0
a1(τ)dτ

)
.

Áp dụng Bổ đề 2.1.5, ta có

Qt(t) > −
(

1

2
K2 + c2

)
exp

(
−
∫ t

0
a1(τ)dτ

)
.

Vì c 6 a1(t) 6 c1 nên |a1(t)| 6 max{|c1|, |c|}. Do đó,

exp

(
−
∫ t

0
a1(τ)dτ

)
6 c5 = max

{
exp(|c1|T ), exp(|c|T )

}
. (2.5)
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Suy ra

Qt(t) > −
(

1

2
K2 + |c2|

)
c5.

Do đó p(t) > 0, t ∈ [0, T ] và Qt(t) = p(t)−
(

1
2K

2 + |c2|
)
c5. Lấy tích phân

hai vế của bất đẳng thức này với cận từ 0 đến t, ta được

Q(t) = Q(0) +

∫ t

0
p(s)ds−

(
1

2
K2 + |c2|

)
c5t.

Bổ đề được chứng minh.

Bây giờ, ta chứng minh Định lý 2.1.2.

Đặt z(t) = u1(t) − u2(t) và B(t)z = zt + A(t)z. Từ điều kiện (F1) và

‖ui(t)‖ 6 E, t ∈ [0, T ], i = 1, 2 suy ra tồn tại hằng số K = K(E) sao cho

‖B(t)z‖ = ‖zt + A(t)z‖ = ‖f(t, u2)− f(t, u1)‖ 6 K‖u1 − u2‖ = K‖z‖.
(2.6)

Đặt h(t) = ‖z(t)‖2, t ∈ [0, T ]. Ta có

ht(t) = 2 〈z, zt〉 = −2 〈A(t)z, z〉+ 2 〈B(t)z, z〉 .

Nếu ‖z(t)‖ > 0 với mọi t ∈ [0, T ] thì

ht(t)

h(t)
= −2

〈A(t)z, z〉
‖z‖2

+ 2
〈B(t)z, z〉
‖z‖2

. (2.7)

Vì ν(t) là hàm liên tục và tăng ngặt trên [0, T ] và ν(0) = 0, ν(T ) = 1, nên

ν(t) có hàm ngược. Đặt

g(t) := h(ν−1(t/T )), t ∈ [0, T ].

Suy ra

h(t) = g(Tν(t)).

Từ ν(t) =
a3(t)

a3(T )
=

∫ t
0 a2(τ)dτ

a3(T )
, suy ra

ht(t) =
d

dt
g(Tν(t)) =

(
d

dt
(Tν(t))

)(
d

dν
g(Tν(t))

)
= T

a2(t)

a3(T )
gν(Tν(t)).
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Với c4 =
a3(T )

T
ta có

gν(Tν(t))

g(Tν(t))
= −2c4

〈A(t)z, z〉
‖z‖2

1

a2(t)
+

2c4 〈B(t)z, z〉
a2(t)‖z‖2

. (2.8)

Từ (2.8) và Bổ đề 2.1.6, ta có

gν(Tν(t))

g(Tν(t))
= 2c4Q(0) + 2c4

∫ t

0
p(s)ds− 2

(
1

2
K2 + |c2|

)
c4c5t

+
2c4 〈B(t)z, z〉
a2(t)‖z‖2

= 2c4Q(0) + 2c4

∫ t

0
p(s)ds− 2

(
1

2
K2 + |c2|

)
c4c5t

+ 2c4
〈B(t)z, z〉
‖z‖2

exp

(
−
∫ t

0
a1(τ)dτ

)
. (2.9)

Từ exp
(
−
∫ t

0 a1(τ)dτ
)
≤ c5 và (2.9) dẫn đến

gν(Tν(t))

g(Tν(t))
6 2c4Q(0) + 2c4

∫ t

0
p(s)ds+ 2Kc4c5. (2.10)

Vì a2(t) > 0, t ∈ [0, T ], a3(T ) > 0 nên

νt(t) =
d

dt

(
a3(t)

a3(T )

)
=

d

dt

(∫ t
0 a2(ξ)dξ

a3(T )

)
=

a2(t)

a3(T )
> 0, t ∈ [0, T ]. (2.11)

Từ (2.10) và (2.11), ta có

gν(Tν(t))

g(Tν(t))
νt(t) 6

(
2c4Q(0) + 2c4

∫ t

0
p(s)ds+ 2Kc4c5

)
νt(t). (2.12)

Lấy tích phân hai vế của (2.12), ta được∫ ν(t)

0

gν(Tν(τ))

g(Tν(τ))
ντ(τ)dτ

6
∫ ν(t)

0

(
2c4Q(0) + 2c4

∫ τ

0
p(s)ds+ 2Kc4c5

)
ντ(τ)dτ.

Chú ý rằng dν(τ) = ντ(τ)dτ , ta có∫ ν(t)

0

gν(Tν(τ))

g(Tν(τ))
dν(τ)

6
∫ ν(t)

0

(
2c4Q(0) + 2c4

∫ τ

0
p(s)ds+ 2Kc4c5

)
dν(τ). (2.13)
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Do đó,

ln g(Tν(t)) 6 ln g(0) + 2c4Q(0)ν(t)

+ 2c4

∫ ν(t)

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ) + 2Kc4c5ν(t)

suy ra

g(Tν(t)) 6 g(0) exp
{

2c4(Q(0) +Kc5)ν(t)

+ 2c4

∫ ν(t)

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ)

}
.

Vì vậy,

g(Tν(t))1−ν(t) 6g(0)1−ν(t) exp
{

(2c4(Q(0) +Kc5)ν(t)(1− ν(t))

+ 2c4c(1− ν(t))

∫ ν(t)

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ)

}
. (2.14)

Từ (2.6) và (2.9), ta có

gν(Tν(t))

g(Tν(t))
>2c4Q(0) + 2c4

∫ t

0
p(s)ds

− 2

(
1

2
K2 + |c2|

)
c4c5T − 2Kc4c5. (2.15)

Từ (2.15), tương tự như trong chứng minh (2.13), ta có∫ 1

ν(t)

gν(Tν(τ))

g(Tν(τ))
dν(τ) >

∫ 1

ν(t)

{
2c4Q(0) + 2c4

∫ τ

0
p(s)ds

− 2

(
1

2
K2 + |c2|

)
c4c5T − 2Kc4c5

}
dν(τ),

hay

ln g(Tν(t)) 6 ln g(T )− 2c4Q(0)(1− ν(t))− 2c4

∫ 1

ν(t)

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ)

+ 2

(
1

2
K2 + |c2|

)
c4c5T (1− ν(t)) + 2Kc4c5(1− ν(t)).

Suy ra

g(Tν(t)) 6g(T ) exp
{
− 2c4Q(0)(1− ν(t))− 2c4

∫ 1

ν(t)

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ)

+ 2

(
1

2
K2 + |c2|

)
c4c5T (1− ν(t)) + 2Kc4c5(1− ν(t))

}
.
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Vì vậy

g(Tν(t))ν(t) 6 g(T )ν(t)

× exp
{
− 2c4Q(0)ν(t)(1− ν(t))− 2c4ν(t)

∫ 1

ν(t)

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ)

+ 2

(
1

2
K2 + |c2|

)
c4c5Tν(t)(1− ν(t)) + 2Kc4c5ν(t)(1− ν(t))

}
. (2.16)

Từ (2.14) và (2.16), ta đạt được

g(Tν(t)) 6g(0)1−ν(t)g(T )ν(t) exp
{

2c4(1− ν(t))

∫ ν(t)

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ)

− 2c4ν(t)

∫ 1

ν(t)

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ) + 4Kc4c5ν(t)(1− ν(t))

+ 2

(
1

2
K2 + |c2|

)
c4c5Tν(t)(1− ν(t))

}
6 g(0)1−ν(t)g(T )ν(t) exp

{
2c4

∫ ν(t)

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ)

− 2c4ν(t)

∫ 1

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dν(τ) + 4Kc4c5ν(t)(1− ν(t))

+ 2

(
1

2
K2 + |c2|

)
c4c5Tν(t)(1− ν(t))

}
. (2.17)

Từ (2.17) và Bổ đề 2.1.4 ta có

g(Tν(t)) 6 g(0)1−ν(t)g(T )ν(t)

× exp

(
2

(
1

2
K2T + |c2|T + 2K

)
c4c5ν(t)(1− ν(t))

)
. (2.18)

Từ g(Tν(t)) = h(t), g(0) = h(0), g(T ) = h(T ) và bất đẳng thức (2.18)

suy ra

h(t) 6h(0)1−ν(t)h(T )ν(t)

× exp

(
2

(
1

2
K2T + |c2|T + 2K

)
c4c5ν(t)(1− ν(t))

)
.

Vì vậy,

‖z(t)‖ 6‖z(0)‖1−ν(t)‖z(T )‖ν(t)

× exp

((
1

2
K2T + |c2|T + 2K

)
c4c5ν(t)(1− ν(t))

)
. (2.19)
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Từ

‖z(T )‖ = ‖u1(T )− u2(T )‖ 6 ‖u1(T )− ϕ‖+ ‖u2(T )− ϕ‖ 6 2ε

và

‖z(0)‖ = ‖u1(0)− u2(0)‖ 6 ‖u1(0)‖+ ‖u2(0)‖ 6 2E,

ta đạt được (2.3).

Bây giờ, ta xét trường hợp khi ‖z(t)‖ có thể triệt tiêu. Nếu ‖z(0)‖ = 0,

thì ‖z(t)‖ = 0 với mọi t ∈ [0, T ]. Do đó, nếu ‖z(0)‖ = 0 thì bất đẳng thức

(2.3) là hiển nhiên. Nếu ‖z(0)‖ > 0, thì ‖z(t)‖ > 0 với mọi t ∈ [0, T ]. Thật

vậy, giả sử ngược lại, gọi t0 là điểm bé nhất thuộc [0, T ] mà ‖z(t0)‖ = 0.

Do đó ‖z(t)‖ > 0 với 0 6 t 6 s < t0. Sử dụng đánh giá ổn định (2.19) với

T được thay thế bởi s < t0 và cho s ↑ t0 ta đạt được mâu thuẫn.

Định lý được chứng minh. �

Định lý 2.1.2 không đưa ra bất kì thông tin nào về sự phụ thuộc liên

tục của nghiệm bài toán (2.1) tại t = 0 theo dữ kiện cuối tại t = T vì

εν(0) = ε0 = 1 9 0 khi ε→ 0. Để thiết lập sự phụ thuộc này, chúng tôi đòi

hỏi nhiều điều kiện hơn đối với toán tử A(t) và tính bị chặn mạnh hơn của

nghiệm. Cụ thể, chúng tôi giả sử rằng A(t) = a(t)A với A là toán tử xác

định dương, tự liên hợp và không bị chặn và a(t) là hàm khả vi liên tục

trên [0, T ] thỏa mãn 0 < a0 ≤ a(t) ≤ a1. Chúng tôi đạt được kết quả sau.

Định lý 2.1.7. Cho D(A) ⊂ H và A : D(A) → H là toán tử xác định

dương, tự liên hợp và không bị chặn sao cho với hệ cơ sở trực chuẩn {φi}i>1

trong H thì A có hệ giá trị riêng {λi}i>1 thỏa mãn 0 < λ1 < λ2 < . . .

và lim
i→+∞

λi = +∞. Giả sử a(t) là hàm khả vi liên tục trên [0, T ] sao cho

0 < a0 6 a(t) 6 a1, M = max
t∈[0,T ]

|at(t)| < +∞ và f thỏa mãn điều kiện (F1),

u1 và u2 là hai nghiệm của bài toán ut + a(t)Au = f(t, u(t)), 0 < t 6 T

thỏa mãn ‖ui(T ) − ϕ‖ 6 ε, i = 1, 2. Khi đó, ta có các đánh giá ổn định

sau.

i) Nếu
∞∑
n=1

λ2β
n 〈ui(t), φn〉

2 6 E
2
, t ∈ [0, T ], i = 1, 2, (2.20)
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với E > ε và β > 0 thì

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ C1(t)ε
ν(t)E

1−ν(t)

((
ln
E

ε

)−β
+

√
ε

E

)1−ν(t)

, t ∈ [0, T ],

trong đó ν(t) =

∫ t
0 a(ξ)dξ∫ T
0 a(ξ)dξ

và C1(t) là hàm bị chặn trên [0, T ].

ii) Nếu
∞∑
n=1

e2γλn 〈ui(t), φn〉2 6 Ẽ2, t ∈ [0, T ], i = 1, 2 (2.21)

với Ẽ > ε và γ > 0 thì

‖u1(t)− u2(t)‖ 6 C2(t)ε
ν1(t)Ẽ1−ν1(t), t ∈ [0, T ],

trong đó ν1(t) =
γ +

∫ t
0 a(ξ)dξ

γ +
∫ T

0 a(ξ)dξ
và C2(t) là hàm bị chặn trên [0, T ].

Chứng minh Định lý 2.1.7

Đặt z(t) = u1(t)− u2(t) và B(t)z = zt + a(t)Az.

Chúng ta cần các kết quả bổ trợ sau.

Bổ đề 2.1.8. Giả sử ui(t), i = 1, 2 thỏa mãn (2.20). Nếu ‖B(t)z‖ ≤ K‖z‖
thì tồn tại hằng số c6 sao cho

D(z) = 2K
2
T

T∫
0

(
E

ε

)ν(s)

‖z(s)‖2ds 6
1

2
‖z(0)‖2 + c6Eε

với ν(t) =

∫ t
0 a(ξ)dξ∫ T
0 a(ξ)dξ

.

Chứng minh. Tương tự như trong chứng minh của Định lý 2.1.2, tồn tại

hằng số c7 sao cho

‖z(t)‖ 6 ‖z(0)‖1−ν(t)‖z(T )‖ν(t) exp
(
c7ν(t)(1− ν(t))

)
. (2.22)

Từ (2.22) và bất đẳng thức

‖z(T )‖ = ‖u1(T )− u2(T )‖ ≤ ‖u1(T )− ϕ‖+ ‖u2(T )− ϕ‖ 6 2ε
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ta được

D(z) 6 2K
2
T

T∫
0

{(E
ε

)ν(s)

‖z(0)‖2(1−ν(s))‖z(T )‖2ν(s)

× exp (2c7ν(s)(1− ν(s)))
}
ds

6 2K
2
T

T∫
0

(
4Eε

)ν(s) ‖z(0)‖2(1−ν(s)) exp (2c7ν(s)(1− ν(s))) ds

≤ 2K
2
T

T∫
0

{(
‖z(0)‖2 exp

(
− ν(s)

(
1 + 4K

2
T 2a−1

0 a1

)))1−ν(s)

×
(

4Eε exp
((

1 + 4K
2
T 2a−1

0 a1 + 2c7

)
(1− ν(s))

))ν(s) }
ds.

Áp dụng bất đẳng thức Young, ta có

D(z) 6 2K
2
T‖z(0)‖2

T∫
0

(1− ν(s)) exp
(
− ν(s)

(
1 + 4K

2
T 2a−1

0 a1

))
ds

+ 8K
2
TEε

T∫
0

ν(s) exp
((

1 + 4K
2
T 2a−1

0 a1 + c7

)
(1− ν(s))

)
ds. (2.23)

Từ 0 6 ν(t) 6 1, a0 6 a(t) ≤ a1 với mọi t ∈ [0, T ] và (2.23), tồn tại hằng

số c6 sao cho

D(z) 6 2K
2
T‖z(0)‖2

T∫
0

exp
(
− ν(s)

(
1 + 4K

2
T 2a−1

0 a1

))
ds+ c6Eε

6 2K
2
T‖z(0)‖2

T∫
0

{∫ T
0 a(ξ)dξ

a0
.

a(s)∫ T
0 a(ξ)dξ

× exp
(
− ν(s)

(
1 + 4K

2
T 2a−1

0 a1

))}
ds+ c6Eε

6 2K
2
T

∫ T
0 a(ξ)dξ

a0
‖z(0)‖2

×
T∫

0

a(s)∫ T
0 a(ξ)dξ

exp
(
− ν(s)

(
1 + 4K

2
T 2a−1

0 a1

))
ds+ c6Eε.
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Từ

dν(s) =
a(s)ds∫ T

0 a(ξ)dξ
suy ra

D(z) 6
2K

2
T 2a1

a0
‖z(0)‖2

T∫
0

exp
(
− ν(s)

(
1 + 4K

2
T 2a−1

0 a1

))
dν(s)

+ c6Eε

6
2K

2
Ta−1

0

∫ T
0 a(ξ)dξ

1 + 4K
2
T 2a−1

0 a1

‖z(0)‖2 + c6Eε

6
2K

2
T 2a−1

0 a1‖z(0)‖2

1 + 4K
2
T 2a−1

0 a1

+ c6Eε

Vì vậy

D(z) 6
1

2
‖z(0)‖2 + c6Eε.

Bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 2.1.9. Giả sử ui(t), i = 1, 2 thỏa mãn (2.21). Nếu ‖B(t)z‖ ≤ K̃‖z‖
thì tồn tại hằng số c8 sao cho

D1(z) = 2K̃2T

T∫
0

(
Ẽ

ε

) 2
∫ s
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ

‖z(s)‖2ds

6
1

2
‖z(0)‖2 + c8Ẽ

2
∫ T
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξε

2γ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ .

Chứng minh. Tương tự như trong chứng minh của Định lý 2.1.2, tồn tại

hằng số c9 sao cho

‖z(t)‖ 6 ‖z(0)‖1−ν(t)‖z(T )‖ν(t) exp
(
c9ν(t)(1− ν(t))

)
. (2.24)

Từ (2.24) và bất đẳng thức ‖z(T )‖ 6 2ε, ta có

D1(z) = 2K̃2T

T∫
0

(
Ẽ

ε

) 2
∫ s
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ

‖z(s)‖2ds

6 2K̃2T

T∫
0

{(Ẽ
ε

) 2
∫ s
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ

‖z(0)‖2(1−ν(s))‖z(T )‖2ν(s)

× exp
(

2c9ν(s)(1− ν(s))
)}
ds
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6 2K̃2T

T∫
0

{(
‖z(0)‖2 exp(−ν(s)(1 + 4K̃2T 2a−1

0 a1)
)1−ν(s))

×
(
‖z(T )‖2

(
Ẽ

ε

) 2
∫ s
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ

× exp
(

1 + 4K̃2T 2a−1
0 a1 + 2c9

)
(1− ν(s))

)ν(s)}
ds.

Áp dụng bất đẳng thức Young, ta có

D1(z) 6 2K̃2T‖z(0)‖2

T∫
0

(1− ν(s)) exp(−ν(s)(1 + 4K̃2T 2a−1
0 a1)ds

+ 8K̃2T 2Ẽ
2
∫ T
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξε

2γ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ

× exp
((

1 + 4K̃2T 2a−1
0 a1 + 2c9

)
(1− ν(s))

)
ds.

Tương tự như chứng minh của Bổ đề 2.1.8, tồn tại hằng số c8 sao cho

D1(z) 6
1

2
‖z(0)‖2 + c8Ẽ

2
∫ T
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξε

2γ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ .

Bổ đề được chứng minh.

Bây giờ, chúng ta chứng minh Định lý 2.1.7.

Chứng minh phần i): Từ (2.20) ta có

‖ui(t)‖2 =
∞∑
n=1

1

λ2β
n

λ2β
n 〈ui(t), φn〉

2 6 λ−2β
1

∞∑
n=1

λ2β
n 〈ui(t), φn〉

2 6 λ−2β
1 E

2
.

Từ (F1) suy ra tồn tại hằng số K = K(λ−β1 E) sao cho

‖B(t)z‖ = ‖f(t, u1)− f(t, u2)‖ 6 K‖z‖.

Vì ui thỏa mãn uit + a(t)Aui = f(t, ui) nên

ui(t) =
∞∑
n=1

(
eλn

∫ T
t a(ξ)dξ 〈ui(T ), φn〉 −

T∫
t

eλn
∫ s
t a(ξ)dξ 〈f(s, ui(s)), φn〉 ds

)
φn.

Đặt z = u1 − u2. Bởi Bổ đề 2.1.8 và điều kiện (F1), tồn tại hằng số

K = K(λ−β1 E) sao cho

‖B(t)z‖ 6 K‖z‖
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và

z(t) =
∞∑
n=1

eλn ∫ Tt a(ξ)dξ 〈z(T ), φn〉 −
T∫
t

eλn
∫ s
t a(ξ)dξ 〈B(s)z, φn〉 ds

φn.

Ta có

z(0) =
∞∑
n=1

eλn ∫ T0 a(ξ)dξ 〈z(T ), φn〉 −
T∫

0

eλn
∫ s
0 a(ξ)dξ 〈B(s)z, φn〉 ds

φn.

Do đó

〈z(0), φn〉 = eλn
∫ T
0 a(ξ)dξ 〈z(T ), φn〉 −

T∫
0

eλn
∫ s
0 a(ξ)dξ 〈B(s)z, φn〉 ds.

Đặt n1 = min

{
n ∈ N : λn >

1

2
∫ T

0 a(ξ)dξ
ln
E

ε

}
. Vì

‖z(T )‖ = ‖u1(T )− u2(T )‖ 6 ‖u1(T )− ϕ‖+ ‖u2(T )− ϕ‖ 6 2ε,

nên

‖z(0)‖2 =
∞∑
n=1

〈z(0), φn〉2 =
n1−1∑
n=1

〈z(0), φn〉2 +
∞∑

n=n1

〈z(0), φn〉2

=
n1−1∑
n=1

eλn ∫ T0 a(ξ)dξ 〈z(T ), φn〉 −
T∫

0

eλn
∫ s
0 a(ξ)dξ 〈B(s)z, φn〉 ds

2

+
∞∑

n=n1

λ2β
n

λ2β
n

〈z(0), φn〉2

6 2
n1−1∑
n=1

e2λn
∫ T
0 a(ξ)dξ 〈z(T ), φn〉2 + 2

n1−1∑
n=1

( T∫
0

eλn
∫ s
0 a(ξ)dξ 〈B(s)z, φn〉 ds

)2

+

(
1

2
∫ T

0 a(ξ)dξ
ln
E

ε

)−2β ∞∑
n=n1

λ2β
n 〈z(0), φn〉2

6 2
E

ε

n1−1∑
n=1

〈z(T ), φn〉2 + 2T
n1−1∑
n=1

T∫
0

e2λn
∫ s
0 a(ξ)dξ 〈B(s)z, φn〉2 ds

+ 2

(
1

2
∫ T

0 a(ξ)dξ
ln
E

ε

)−2β ∞∑
n=n1

λ2β
n

(
〈u1(0), φn〉2 + 〈u2(0), φn〉2

)
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6 2
E

ε
‖z(T )‖2 + 2T

T∫
0

(E
ε

)ν(s)

‖B(s)z‖2ds+ 4
( 1

2
∫ T

0 a(ξ)dξ
ln
E

ε

)−2β

E
2

6 8εE + 4

(
1

2
∫ T

0 a(ξ)dξ
ln
E

ε

)−2β

E2
1 + 2K

2
T

T∫
0

(E
ε

)ν(s)

‖z(s)‖2ds.

(2.25)

Từ (2.25) và Bổ đề 2.1.8 suy ra

‖z(0)‖2 6 8

(
1

2
∫ T

0 a(ξ)dξ
ln
E

ε

)−2β

E
2

+ (16 + 2c6)Eε. (2.26)

Từ (2.26) và bất đẳng thức ‖z(T )‖ 6 2ε, ta đạt được kết quả phần i) của

định lý.

Chứng minh phần ii): Từ (2.21) ta có

‖ui(t)‖2 6
∞∑
n=1

e2γλn 〈ui(t), φn〉2 6 Ẽ2.

Khi đó tồn tại hằng số K̃ = K(Ẽ) sao cho ‖B(t)z‖ 6 K̃‖z‖. Đặt

n2 = min

{
n ∈ N : λn >

1

γ +
∫ T

0 a(ξ)dξ
ln
Ẽ

ε

}
.

Tương tự như trong chứng minh của phần i), ta có

‖z(0)‖2 6 2
n2−1∑
n=1

e2λn
∫ T
0 a(ξ)dξ〈z(T ), φn〉2

+ 2T
n2−1∑
n=1

T∫
0

e2λn
∫ s
0 a(ξ)dξ〈B(s)z, φn〉2ds+

∞∑
n=n2

e2γλn

e2γλn
〈z(0), φn〉2

6 2

(
Ẽ

ε

) 2
∫ T
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ

‖z(T )‖2 + 2K̃2T

T∫
0

(
Ẽ

ε

) 2
∫ s
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ

‖z(s)‖2ds

+

(
ε

Ẽ

) 2γ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ

∞∑
n=n2

e2γλn〈z(0), φn〉2
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hay

‖z(0)‖2 6 12ε
2γ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ Ẽ

2
∫ T
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ + 2K̃2T

T∫
0

(
Ẽ

ε

) 2
∫ s
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ

‖z(s)‖2ds.

(2.27)

Từ (2.27) và Bổ đề 2.1.9, ta có

‖z(0)‖2 6 (24 + 2c8)E

2
∫ T
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ

2 ε
2γ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ . (2.28)

Từ (2.28) và bất đẳng thức ‖z(T )‖ 6 2ε, ta đạt được kết quả phần ii) của

định lý.

Định lý được chứng minh. �

Nhận xét 2.1.10. i) Trong hai định lý trên chúng tôi chỉ đòi hỏi điều hiện

(F1) đối với hàm f .

ii) Để chứng minh đánh giá ổn định với t ∈ (0, T ] cho trường hợp tuyến

tính, trong [32] các tác giả áp dụng phương pháp lồi logarithm bằng cách

sử dụng đạo hàm bậc hai của hàm h(t) = ‖u(t)‖2, t ∈ [0, T ]. Tuy nhiên,

đối với bài toán phi tuyến (2.1), thì hàm h(t) có thể không có đạo hàm

bậc hai. Do đó, chúng tôi phải áp dụng một kỹ thuật hoàn toàn khác để

có được các đánh giá ổn định trong các định lý trên.

iii) Mặc dù chúng tôi yêu cầu hàm f chỉ thỏa mãn điều kiện (F1), kết quả

của chúng tôi trong Định lý 2.1.7 vẫn mạnh hơn so với kết quả của Nguyễn

Huy Tuấn và Đặng Đức Trọng trong [80], vì các tác giả này chỉ xét bài

toán (2.1) với hệ số hằng và f thỏa mãn các điều kiện (F0)–(F2) như sau.

(F0) Tồn tại hằng số L0 > 0 sao cho

〈f(t, w1)− f(t, w2), w1 − w2〉+ L0‖w1 − w2‖2 > 0.

(F1) Với r > 0, tồn tại hằng số K(r) > 0 sao cho f : [0, T ]×H → H thỏa

mãn điều kiện Lipschitz địa phương

‖f(t, w1)− f(t, w2)‖ 6 K(r)‖w1 − w2‖

với w1, w2 ∈ H sao cho ‖wi‖ 6 r, i = 1, 2.

(F2) f(t, 0) = 0 với mọi t ∈ [0, T ].
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Hơn nữa, Nguyễn Huy Tuấn và Đặng Đức Trọng đặt điều kiện mạnh lên

nghiệm là

E2 =

∫ T

0

∞∑
k=1

λ2
ke

2λk
∣∣〈u(s), φk〉

∣∣2 <∞, (2.29)

nhưng chỉ đạt được đánh giá dạng logarithm tại t = 0 như sau

‖vε(t)− u(t)‖ 6Mεt/T
(

ln
e

ε

)t/T−1

, ∀t ∈ [0, T ].

Các điều kiện (2.20) và (2.21) của chúng tôi yếu hơn so với điều kiện của

các tác giả trong [80] và trong trường hợp (2.21) chúng tôi đạt được đánh

giá dạng Hölder tại t = 0.

Trong Định lý 2.1.7, điều kiện chúng tôi đặt ra yếu hơn so với điều kiện

mà Nguyễn Huy Tuấn và Đặng Đức Trọng đã đặt ra trong [80]. Tuy nhiên,

các điều kiện (2.20) và (2.21) đòi hỏi tính bị chặn của nghiệm trên toàn

miền t ∈ [0, T ]. Để đạt kết quả tốt hơn chỉ với tính bị chặn của nghiệm tại

t = 0, chúng tôi giả thiết thêm rằng

(F3) Tồn tại hằng số L1 > 0 sao cho

〈f(t, w1)− f(t, w2), w1 − w2〉 6 L1‖w1 − w2‖2.

Chúng tôi đạt được kết quả sau.

Định lý 2.1.11. Giả sử toán tử A(t) thỏa mãn các điều kiện (A1),(A2)

và f thỏa mãn các điều kiện (F1)–(F3). Nếu u1 và u2 là hai nghiệm của

bài toán (2.1) với ràng buộc ‖ui(T )− ϕ‖ 6 ε và

‖ui(0)‖ 6 E, i = 1, 2,

với 0 < ε < E thì

‖u1(t)− u2(t)‖ 6 2 exp
((1

2
K2T + |c2|T + 2K

)
c4c5ν(t)(1− ν(t))

)
× εν(t)E1−ν(t),∀t ∈ [0, T ],

trong đó c4 = a3(T )
T , c5 = max{exp |c1|T, exp |c|T} và K = K(eL1TE) là

hằng số Lipschitz xác định trong (F1).
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Chứng minh. Ta có

d

dt
‖ui(t)‖2 = 2 〈ui, uit〉 = −2 〈ui, A(t)ui〉+ 2 〈ui, f(t, ui)〉 6 2 〈ui, f(t, ui)〉 .

Từ các điều kiện (F2) và (F3) ta có

〈ui, f(t, ui)〉 = 〈ui − 0, f(t, ui)− f(t, 0)〉 ≤ L1‖ui‖2.

Do đó, nếu u1 và u2 là hai nghiệm của phương trình (2.1) thì

d

dt
‖ui(t)‖2 6 2L1‖ui‖2,

hay
d

dt

(
‖ui(t)‖2e−2L1t

)
6 0.

Ta suy ra

‖ui(t)‖2 ≤ e2L1t‖ui(0)‖2 6 e2L1TE2, i = 1, 2.

Áp dụng Định lý 2.1.2 với E được thay bởi eL1TE chúng ta nhận được kết

luận của định lý.

Nhận xét 2.1.12. Định lý 2.5 trong [32] về đánh giá ổn định cho phương

trình parabolic ngược với hệ số phụ thuộc thời gian là một hệ quả của Định

lý 2.1.11 nếu chúng ta xét f(t, u) ≡ 0.

Khi A(t) = A và f ≡ 0, Định lí 2.1.11 dẫn đến kết quả sau.

Hệ quả 2.1.13. Cho A là toán tử tuyến tính tự liên hợp, xác định dương

và không bị chặn trong H. Nếu u1 và u2 là hai nghiệm của bài toánut + Au = 0, 0 < t 6 T,

‖u(T )− ϕ‖ 6 ε
(2.30)

thỏa mãn ‖ui(0)‖ 6 E, i = 1, 2, thì ta có đánh giá sau

‖u1(t)− u2(t)‖ 6 2εt/TE1−t/T , t ∈ [0, T ], (2.31)

đánh giá này có bậc tối ưu (xem [73, 74]).

Trong các phần trước, chúng tôi không đưa ra bất kỳ mối quan hệ nào

giữa toán tử A(t) và hàm f . Để mở rộng lớp hàm chứa hàm f thay vì (F1),

chúng tôi giả sử:
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(F4) Với mỗi r > 0 và u1, u2 là hai nghiệm của bài toán (2.1) với

〈A(t)ui, ui〉 6 r2, i = 1, 2, t ∈ [0, T ],

tồn tại hằng số K(r) > 0 sao cho f : [0, T ]×H → H thỏa mãn

‖f(t, u1)− f(t, u2)‖ 6 K(r)‖u1 − u2‖.

(F5) Tồn tại hằng số L2 > 0 sao cho với u là nghiệm của (2.1), ta có

〈A(t)u, f(t, u)〉 6 L2 〈A(t)u, u〉 .

Chúng tôi đạt được các kết quả sau

Định lý 2.1.14. Giả sử các điều kiện (A1),(A2), (F2)–(F5) là thỏa mãn

và tồn tại hằng số L3 > 0 sao cho

〈A(0)u(0), u(0)〉 > L3‖u(0)‖2.

Nếu u1, u2 là hai nghiệm của bài toán (2.1) với ràng buộc ‖ui(T )−ϕ‖ 6 ε
và

〈A(0)ui(0), ui(0)〉 6 E2
1 , i = 1, 2 (2.32)

với 0 < ε < E1, thì với mỗi t ∈ [0, T ] tồn tại hàm bị chặn C3(t) sao cho

‖u1(t)− u2(t)‖ 6 C3(t)ε
ν(t)E

1−ν(t)
1 .

Chứng minh. Từ 〈A(0)ui(0), ui(0)〉 6 E2
1 , i = 1, 2, và

〈A(0)ui(0), ui(0)〉 > L3‖ui(0)‖2,

ta có

‖ui(0)‖2 6
E2

1

L3
, i = 1, 2.

Tương tự như trong chứng minh của Định lý 2.1.11, từ điều kiện (F2) và

(F3), ta có

‖ui(t)‖2 6 e2L1t‖ui(0)‖2 6 e2L1T
E2

1

L3
, i = 1, 2. (2.33)
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Từ điều kiện (F2), suy ra u(t) ≡ 0 trên [0, T ] là nghiệm của phương trình

Lu =
du

dt
+ A(t)u = f(t, u(t)), 0 < t 6 T.

Sử dụng điều kiện (A2), ta có

− d
dt
〈A(t)ui, ui〉 = − d

dt
〈A(t)ui − A(t)0, ui − 0〉

> −2 〈A(t)ui − A(t)0, uit − 0〉
− c1 〈A(t)ui(t)− A(t)0, ui − 0〉 − c2‖ui − 0‖2

> −2 〈A(t)ui, uit〉 − c1 〈A(t)ui, ui〉 − c2‖ui‖2

= −2 〈A(t)ui,−A(t)ui + f(t, ui)〉
− c1 〈A(t)ui, ui〉 − c2‖ui‖2

= 2‖A(t)ui‖2 − 2 〈A(t)ui, f(t, ui)〉
− c1 〈A(t)ui, ui〉 − c2‖ui‖2. (2.34)

Từ điều kiện (F5), (2.33) và (2.34) dẫn đến

− d
dt
〈A(t)ui, ui〉 > 2‖A(t)ui‖2 − (c1 + L2) 〈A(t)ui, ui〉 − c2‖ui‖2.

Vì

(c1 + L2) 〈A(t)ui, ui〉 ≤ 2‖A(t)ui‖2 +
(c1 + L2)

2

8
‖ui‖2

≤ 2‖A(t)ui‖2 + (c1 + L2)
2‖ui‖2,

nên

− d
dt
〈A(t)ui, ui〉 > −

(
(c1 + L2)

2 + c2

)
‖ui‖2

> −
(

(c1 + L2)
2 + c2

)
e2L1T

E2
1

L3
. (2.35)

Do đó

〈A(t)ui, ui〉 6 〈A(0)ui(0), ui(0)〉+
(

(c1 + L2)
2 + c2

)
Te2L1T

E2
1

L3

6

(
1 +

1

L3

(
(c1 + L2)

2 + c2

)
Te2L1T

)
E2

1 . (2.36)

Đặt B(t)z = zt + A(t)z. Từ điều kiện (F4) và (2.36), tồn tại hằng số

K1 = K

((
1 +

1

L3

(
(c1 + L2)

2 + c2

)
Te2L1T

)1/2

E

)
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sao cho

‖B(t)z‖ = ‖zt + A(t)z‖ = ‖f(t, u2)− f(t, u1)‖
6 K1‖u1 − u2‖ = K1‖z‖. (2.37)

Đặt z = u1 − u2. Tương tự như chứng minh bất đẳng thức (2.19) trong

Định lý 2.1.2 với K được thay bởi K1, ta được

‖z(t)‖ 6 ‖z(0)‖1−ν(t)‖z(T )‖ν(t)

× exp

((
1

2
K2

1T + |c2|T + 2K1

)
c4c5ν(t)(1− ν(t))

)
. (2.38)

Mặt khác

‖z(0)‖ = ‖u1(0)− u2(0)‖ 6 ‖u1(0)‖+ ‖u2(0)‖ 6 2E1√
L3

. (2.39)

Từ (2.38), (2.39) và ‖z(T )‖ ≤ 2ε, chúng ta đạt được kết quả của định lý.

Định lý được chứng minh.

Định lý 2.1.15. Cho toán tử A và hàm a(t) thỏa mãn các điều kiện như

trong Định lý 2.1.7. Giả sử rằng f thỏa mãn các điều kiện (F2)–(F5) và

u1, u2 là hai nghiệm của bài toán ut + a(t)Au = f(t, u(t)), 0 < t 6 T sao

cho ‖ui(T )− ϕ‖ 6 ε, i = 1, 2. Khi đó, các đánh giá sau đây là đúng.

i) Nếu
∞∑
n=1

λ2β
n 〈ui(0), φn〉2 6 E

2
, i = 1, 2 (2.40)

với E > ε và β >
1

2
, thì tồn tại hàm bị chặn C4(t) trên [0, T ] sao cho

‖u1(t)− u2(t)‖ 6 C4(t)ε
ν(t)E

1−ν(t)

(ln
E

ε

)−β
+

√
ε

E

1−ν(t)

, (2.41)

trong đó ν(t) =

∫ t
0 a(ξ)dξ∫ T
0 a(ξ)dξ

.

ii) Nếu
∞∑
n=1

e2γλn 〈ui(0), φn〉2 6 Ẽ2, i = 1, 2 (2.42)

với Ẽ > ε và γ > 0, thì tồn tại hàm bị chặn C5(t) trên [0, T ] sao cho

‖u1(t)− u2(t)‖ 6 C5(t)ε
ν1(t)Ẽ1−ν1(t), (2.43)
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trong đó ν1(t) =
γ +

∫ t
0 a(ξ)dξ

γ +
∫ T

0 a(ξ)dξ
.

Chứng minh. i) Với β >
1

2
, ta có

〈a(0)Aui(0), ui(0)〉 = a(0)
∞∑
n=1

〈Aui(0), φn〉 〈ui(0), φn〉

= a(0)
∞∑
n=1

λn 〈ui(0), φn〉2

6 a1λ
(1−2β)
1

∞∑
n=1

λ2β
n 〈ui(0), φn〉2

6 a1λ
(1−2β)
1 E

2
1.

Tương tự như chứng minh bất đẳng thức (2.36) của Định lý 2.1.14, ta có

〈a(t)Aui, ui〉 6 〈a(0)Aui(0), ui(0)〉

+
a1

L3
λ

(1−2β)
1 E

2
1

(
(C1 + L2)

2 + c2

)
TeL1T

6

(
1 +

1

L3

(
(C1 + L2)

2 + c2

)
TeL1T

)
a1λ

(1−2β)
1 E

2
1.

Đặt z(t) = u1(t)−u2(t) và B(t)z = zt+a(t)Az. Tương tự như trong chứng

minh Định lý 2.1.14, tồn tại hằng số

K1 = K

((
1 +

1

L3

(
(C1 + L2)

2 + c2

)
TeL1T

)1/2

a
1/2
1 λ

(1/2−β)
1 E1

)

sao cho ‖B(t)z‖ 6 K1‖z‖. Áp dụng Định lý 2.1.14 với K1 được thay bởi

K1, ta có

‖z(t)‖ 6‖z(T )‖ν(t)‖z(0)‖1−ν(t)

× exp

((
1

2
K

2
1T + 2K1

)
c4c5ν(t)(1− ν(t))

)
. (2.44)

Tương tự như trong chứng minh bất đẳng thức (2.26) trong Định lý 2.1.7,

tồn tại các hằng số c10, c11 sao cho

‖z(0)‖2 6 c10

(
1

2Ta0
ln
E1

ε

)−2β

E
2
1 + c11E1ε. (2.45)
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Từ (2.44), (2.45) và ‖z(T )‖ 6 2ε, ta đạt được kết quả phần i) của định lý.

ii) Tồn tại hằng số Cγ sao cho

a(0) 〈Aui(0), ui(0)〉 = a(0)
∞∑
n=1

〈Aui(0), φn〉 〈ui(0), φn〉

= a(0)
∞∑
n=1

λn 〈ui(0), φn〉2

6 Cγa1

∞∑
n=1

e2γλn 〈ui(0), φn〉2 6 Cγa1Ẽ
2
1 .

Tương tự như chứng minh bất đẳng thức (2.36) trong Định lý 2.1.14, ta

đạt được

〈Aui, ui〉 6 〈Aui(0), ui(0)〉

+
1

L3
CγẼ

2
1

(
(C1 + L2)

2 + c2

)
TeL1T

6

(
1 +

1

L3

(
(C1 + L2)

2 + c2

)
TeL1T

)
CγE

2
1 .

Đặt z(t) := u1(t)− u2(t) và B(t)z := zt + a(t)Az. Tồn tại hằng số

K̃1 = K

((
1 +

1

L3

(
(C1 + L2)

2 + c2

)
TeL1T

)1/2

C1/2
γ E1

)

sao cho ‖B(t)z‖ ≤ K̃1‖z‖. Áp dụng Định lý 2.1.14 với K1 được thay thế

bởi K̃1, ta có

‖z(t)‖ 6 ‖z(T )‖ν(t)‖z(0)‖1−ν(t) exp

((
1

2
K̃2

1T + 2K̃1

)
c4c5ν(t)(1− ν(t))

)
.

(2.46)

Tương tự như chứng minh bất đẳng thức (2.28) trong Định lý 2.1.7, tồn

tại hằng số c12 sao cho

‖z(0)‖2 6 c12E

2
∫ T
0 a(ξ)dξ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ

2 ε
2γ

γ+
∫ T
0 a(ξ)dξ . (2.47)

Từ (2.46), (2.47) và ‖z(T )‖ 6 2ε, chúng ta đạt được kết quả phần ii) của

định lý.

Định lý được chứng minh.
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Nhận xét 2.1.16. 1) Nếu a(t) = 1, thì từ Định lý 2.1.15 ta đạt được các

kết quả sau đây.

i) Nếu điều kiện (2.40) được thỏa mãn, thì với t ∈ [0, T ], ta có

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ C(t)εt/TE
1−t/T

(ln
E

ε

)−β
+

√
ε

E

1−t/T

.

Đây là đánh giá có bậc tối ưu trong trường hợp tuyến tính (xem [73, 74]).

ii) Nếu điều kiện (2.42) được thỏa mãn, thì với t ∈ [0, T ], ta có

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ C1(t)ε
γ+t
γ+T Ẽ1− γ+t

γ+T .

Đây cũng là đánh giá có bậc tối ưu trong trường hợp tuyến tính (xem [31]).

2) Nếu at(t) < 0 và a(0) 6 1 thì

ν1(t) =
γ +

∫ t
0 a(ξ)dξ

γ +
∫ T

0 a(ξ)dξ
>

γ + t

γ + T
, t ∈ [0, T ).

3) Trong [79], Đặng Đức Trọng và các cộng sự chỉ xét bài toán (2.1) với

hệ số hằng. Hơn nữa, các tác giả này đặt điều kiện mạnh lên nghiệm. Tuy

nhiên, họ chỉ đạt được đánh giá dạng logarithm tại t = 0. Chúng tôi xét

bài toán tổng quát hơn với hệ số phụ thuộc thời gian và điều kiện yếu hơn

nhưng kết quả tốt hơn.

2.2 Các ví dụ

Trong mục này, chúng tôi trình bày một số ví dụ để minh họa cho các

giả thiết mà chúng tôi đặt ra trong mục 2.1. Các ví dụ này cũng chỉ ra

rằng các định lý về đánh giá ổn định trong mục 2.1 là ứng dụng được cho

một số bài toán vật lý quan trọng như bài toán trong mô hình sinh lý thần

kinh của hệ thống tế bào thần kinh, bài toán trong phản ứng nhiệt, bài

toán dân số, bài toán Ginzburg-Landau, bài toán trong động học enzyme.

Cho Ω là miền bị chặn trong Rn. Giả sử rằng a(x, t) là hàm khả vi liên

tục theo biến t trên [0, T ] sao cho a(x, t) > a0 > 0, x ∈ Ω, t ∈ [0, T ]. Đặt
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H = L2(Ω). Xét bài toán
ut −∇(a(x, t)∇u) = f(t, u), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

u = 0 trên ∂Ω× (0, T ),

‖u(T )− ϕ‖ 6 ε,

(2.48)

trong đó ∇2 = ∆ với ∆ là toán tử Laplace.

Đầu tiên, chúng ta thấy rằng A(t)u = −∇(a(x, t)∇u) và

〈A(t)u, u〉 =

∫
Ω
a(x, t)|∇u|2dx.

Giả sử rằng u1 và u2 là hai nghiệm của (2.48). Đặt z = u1 − u2, ta có

− d
dt
〈A(t)z, z〉 = 2

∫
Ω
∇(a(x, t)∇z)ztdx−

∫
Ω
at(x, t)|∇z|2dx

= −2 〈A(t)z, zt〉 −
∫

Ω

at(x, t)

a(x, t)
a(x, t)|∇z|2dx

> −2 〈A(t)z, zt〉 − a1(t)

∫
Ω
a(x, t)|∇z|2dx.

Từ đó suy ra

− d
dt
〈A(t)z, z〉 > −2 〈A(t)z, zt〉 − a1(t) 〈A(t)z, z〉

trong đó a1(t) = supx∈Ω

at(x, t)

a(x, t)
. Vì vậy, A(t) thỏa mãn các điều kiện (A1)

và (A2).

Tiếp theo, chúng tôi trình bày một số ví dụ về hàm f thỏa mãn các

điều kiện (F1)–(F5) và các ứng dụng về đánh giá ổn định.

1) Chúng ta xét bài toán (2.48) trong mô hình sinh lý thần kinh của

hệ thống tế bào thần kinh ([38, 47, 67]):

f(t, u) = f(u) = u(b− c‖u‖p), p > 1,

với hằng số thực b và c. Ta có

f(u)− f(v) = b(u− v)− c
(
‖u‖pu− ‖v‖pv

)
= b(u− v)− c

2
(‖u‖p + ‖v‖p) (u− v)

− c

2
(‖u‖p − ‖v‖p) (u+ v).
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Rõ ràng rằng f không thỏa mãn điều kiện Lipschitz toàn cục. Mặt khác,

với p > 1, tồn tại hằng số cp sao cho∣∣‖u‖p − ‖v‖p∣∣ 6 cp(‖u‖+ ‖v‖)p−1
∣∣‖u‖ − ‖v‖∣∣.

Do đó, nếu ‖u‖ và ‖v‖ 6 r, thì

‖f(u)− f(v)‖ 6 |b|‖u− v‖+
|c|
2

(‖u‖p + ‖v‖p) ‖u− v‖

+
|c|
2
cp(‖u‖+ ‖v‖)p−1

∣∣∣‖u‖ − ‖v‖∣∣∣‖u+ v‖

6 |b|‖u− v‖+ |c|rp‖u− v‖+
|c|
2
cp(‖u‖+ ‖v‖)p‖u− v‖

6
(
|b|+ |c|(1 + 2p−1cp)r

p
)
‖u− v‖.

Vì vậy, f thỏa mãn điều kiện (F1) với K(r) = |b|+ |c|(1+2p−1cp)r
p. Khi đó,

nếu u1 và u2 là hai nghiệm của (2.48) và ‖ui(·, t)‖ 6 E, i = 1, 2, t ∈ [0, T ],

thì từ Định lý 2.1.2, tồn tại hàm bị chặn C(t) sao cho

‖u1(t)− u2(t)‖ 6 C(t)εν(t)E1−ν(t), t ∈ [0, T ].

Chúng ta cũng thấy rằng, nếu c > 0, thì f thỏa mãn (F1)–(F3). Thật vậy,

điều kiện (F1) vừa được chứng minh, điều kiện (F2) là rõ ràng. Hơn nữa,

từ

‖u‖pu− ‖v‖pv =
1

2
(‖u‖p + ‖v‖p) (u− v) +

1

2
(‖u‖p − ‖v‖p) (u+ v),

ta có

〈f(u)− f(v), u− v〉 = b‖u− v‖2 − c

2
(‖u‖p + ‖v‖p) ‖u− v‖2

− c

2
(‖u‖p − ‖v‖p) (‖u‖2 − ‖v‖2).

Vì

c

2
(‖u‖p − ‖v‖p) (‖u‖2 − ‖v‖2) ≥ 0

nên

〈f(u)− f(v), u− v〉 ≤ |b|‖u− v‖2.

Ta suy ra điều kiện (F3) được thỏa mãn.
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Do đó, trong trường hợp c > 0, nếu u1 và u2 là hai nghiệm của (2.48)

và ‖ui(·, 0)‖ 6 E, i = 1, 2, thì từ Định lý 2.1.11, tồn tại hàm bị chặn C1(t)

sao cho

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ C1(t)ε
ν(t)E1−ν(t), t ∈ [0, T ].

2) Xét bài toán (2.48) trong động học enzyme ([62]):

f(t, u) = f(u) =
−u

1 + bu+ cu2

với b, c > 0, b2 < 4c. Ta có

f(u)− f(v) =
−u

1 + bu+ cu2
− −v

1 + bv + cv2

= − (1 + cuv)(u− v)

(1 + bu+ cu2)(1 + bv + cv2)
. (2.49)

Mặt khác,

1

(1 + bu+ cu2)(1 + bv + cv2)

=
1(

1− b2

4c +
(√

cu+ b
2
√
c

)2
)(

1− b2

4c +
(√

cv + b
2
√
c

)2
)

6
1(

1− b2

4c

)2 .

Vì b > 0 và b2 < 4c nên c|uv| 6 1 + c2|uv|2 và 1 + bu+ cu2 > 0. Do đó,

|1 + cuv|
(1 + bu+ cu2)(1 + bv + cv2)

≤ 1 + c|uv|
(1 + bu+ cu2)(1 + bv + cv2)

6
2 + c2|uv|2

(1 + bu+ cu2)(1 + bv + cv2)

6
2

(1 + bu+ cu2)(1 + bv + cv2)
+

c2|uv|2

(1 + bu+ cu2)(1 + bv + cv2)

6 2

(
1− b2

4c

)−2

+
c2|uv|2(

1
4(4c− b2)u2 +

(
1 + bu

2

)2
)(

1
4(4c− b2)v2 +

(
1 + bv

2

)2
) .
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Suy ra

|1 + cuv|
(1 + bu+ cu2)(1 + bv + cv2)

6 2

(
1− b2

4c

)−2

+
c2|uv|2

1
16(4c− b2)2u2v2

= 2

(
1− b2

4c

)−2

+
16c2

(4c− b2)2
:= K(b, c).

Vì vậy, 〈f(u)− f(v), u− v〉 6 K(b, c)‖u− v‖2 và

‖f(u)− f(v)‖ 6 K(b, c)‖u− v‖.

Suy ra f thỏa mãn các điều kiện (F1)–(F3). Hơn nữa, nếu u1, u2 là hai

nghiệm của (2.48) với ràng buộc ‖ui(·, 0)‖ ≤ E, i = 1, 2 thì từ Định lý

2.1.11, tồn tại hàm bị chặn C2(t) sao cho

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ C2(t)ε
ν(t)E1−ν(t), t ∈ [0, T ].

Trong các ví dụ sau, chúng tôi xét bài toán (2.48) trong không gian

một chiều với Ω = (0, 1).

3) Xét bài toán trong phản ứng nhiệt ([62]):

f(t, u) = f(u) = −|u|pu, p > 1.

Khi đó f thỏa mãn (F2)–(F5).

Thât vậy, điều kiện (F2) là rõ ràng. Hơn nữa, ta có

f(u1)− f(u2) = −1

2

(
|u1|p + |u2|p

)
(u1 − u2)−

1

2
(u1 + u2)

(
|u1|p − |u2|p

)
.

Do đó,

〈f(u1)− f(u2), u1 − u2〉 = −1

2

∫ 1

0

(
|u1|p + |u2|p

)
(u1 − u2)

2dx

− 1

2

∫ 1

0
(u1 + u2)(u1 − u2)

(
|u1|p − |u2|p

)
dx

6 −1

2

∫ 1

0
(|u1|2 − |u2|2)

(
|u1|p − |u2|p

)
dx 6 0.

Suy ra f thỏa mãn điều kiện (F3). Mặt khác,

‖f(u1)− f(u2)‖2

=
1

4

∫ 1

0

{(
|u1|p + |u2|p

)
(u1 − u2) + (u1 + u2)

(
|u1|p − |u2|p

)}2
dx

6
1

2

∫ 1

0

(
|u1|p + |u2|p

)2
(u1 − u2)

2dx+
1

2

∫ 1

0
(u1 + u2)

2
(
|u1|p − |u2|p

)2

dx.
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Với p > 1, tồn tại hằng số cp sao cho∣∣∣|u1|p − |u2|p
∣∣∣ 6 cp(|u1|+ |u2|)p−1

∣∣|u1| − |u2|
∣∣.

Do đó,

‖f(u1)− f(u2)‖2 6
1

2

∫ 1

0

(
|u1|p + |u2|p

)2
(u1 − u2)

2dx

+
1

2
c2
p

∫ 1

0
(u1 + u2)

2
(
|u1|+ |u2|)2(p−1)

(
|u1| − |u2|

)2
dx

6
∫ 1

0

(
|u1|p + |u2|p

)2
(u1 − u2)

2dx+ c2
p

∫ 1

0

(
|u1|+ |u2|)2p

(
|u1| − |u2|

)2
dx.

Ta có

u2
i (x, t) =

(∫ x

0
uix(x, t)dx

)2

6

(∫ 1

0
|uix(x, t)|dx

)2

6
∫ 1

0
u2
ix(x, t)dx

=

∫ 1

0

1

a(x, t)
a(x, t)u2

ixdx 6
1

a0

∫ 1

0
a(x, t)u2

ixdx

= − 1

a0

∫ 1

0
(a(x, t)uix)xuidx =

1

a0
〈A(t)ui, ui〉 .

Do đó, nếu 〈A(t)ui, ui〉 6 r2, thì |ui(x, t)| 6
r
√
a0
, i = 1, 2. Suy ra

‖f(u1)− f(u2)‖2 6 4

(
r2

a0

)p ∫ 1

0
(u1 − u2)

2dx+ c2
p

(
4r2

a0

)p ∫ 1

0
|u1 − u2|2dx

=
(
4 + 4pc2

p

)(r2

a0

)p
‖u1 − u2‖2.

Vì vậy f thỏa mãn điều kiện (F4).

Hơn nữa,

〈A(t)u, f(t, u)〉 =

∫ 1

0
u|u|p(a(x, t)ux)xdx = −

∫ 1

0
a(x, t)ux

(
u|u|p

)
x
dx.

Ta có (u|u|p)x = (p+ 1)|u|pux. Do đó

−a(x, t)ux(u|u|p)x = −(p+ 1)a(x, t)|u|pu2
x 6 0.

Điều này dẫn đến f thỏa mãn điều kiện (F5). Vậy f thỏa mãn các điều

kiện (F2)–(F5). Mặt khác,

〈A(0)ui(0), ui(0)〉 =

∫ 1

0
a(x, 0)u2

ix(x, 0)dx 6 a1

∫ 1

0
u2
ix(x, 0)dx

= a1‖uix(·, 0)‖2 6 a1E
2
1 ,
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và

‖u(·, 0)‖2 =

∫ 1

0
u(x, 0)2dx =

∫ 1

0

(∫ x

0
us(s, 0)ds

)2

dx

6
∫ 1

0

(∫ 1

0
|us(s, 0)|ds

)2

dx 6
∫ 1

0
|ux(x, 0)|2dx

6
1

a0

∫ 1

0
a(x, 0)|ux(x, 0)|2dx = − 1

a0

∫ 1

0
(a(x, 0)ux(x, 0))xu(x, 0)dx

=
1

a0
〈A(0)u(0), u(0)〉 .

Vì vậy, với bài toán này, nếu u1 và u2 là hai nghiệm của (2.48) thỏa mãn

‖uix(·, 0)‖ 6 E1, i = 1, 2

với 0 < ε < E1, thì áp dụng Định lý 2.1.14 với c2 = 0, L3 = 1/a0, tồn tại

hàm bị chặn C3(t) sao cho

‖u1(t)− u2(t)‖ 6 C3(t)ε
ν(t)E

1−ν(t)
1 , t ∈ [0, T ].

4) Xét bài toán Ginzburg-Landau ([39]) :

f(t, u) = b(t)u− d(t)u3, (2.50)

trong đó |b(t)| 6M, 0 6 d(t) 6M với mọi t ∈ [0, T ] và a(x, t) là hàm khả

vi theo biến t trên [0, T ] sao cho a1 > a(x, t) > a0 > 0, x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ].

Chúng ta sẽ chứng minh f thỏa mãn các điều kiện (F2)–(F5). Điều kiện

(F2) là rõ ràng. Vì

f(t, u1)− f(t, u2) = b(t)(u1 − u2)− d(t)(u2
1 + u1u2 + u2

2)(u1 − u2)

và u2
1 + u1u2 + u2

2 = (u1 + 1/2u2)
2 + 3/4u2

2 > 0, nên

〈f(t, u1)− f(t, u2), u1 − u2〉

=

∫ 1

0
b(t)(u1 − u2)

2dx−
∫ 1

0
d(t)(u2

1 + u1u2 + u2
2)(u1 − u2)

2dx

6M
∫ 1

0
(u1 − u2)

2dx 6M‖u1 − u2‖2.
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Suy ra f thỏa mãn điều kiện (F3). Mặt khác,

‖f(t, u1)− f(t, u2)‖2 6 2

∫ 1

0
|b(t)|2(u1 − u2)

2dx

+ 2

∫ 1

0
|d(t)|2(u2

1 + u1u2 + u2
2)

2(u1 − u2)
2dx

6 2M 2‖u1 − u2‖2 + 5M 2

∫ 1

0
(u2

1 + u2
2)

2(u1 − u2)
2dx

Tương tự như Ví dụ 3 ta có 〈A(t)ui, ui〉 6 r2, và |ui(x, t)| 6
r
√
a0
, i = 1, 2.

Do đó

‖f(t, u1)− f(t, u2)‖2 6 2M 2

(
1 +

10r4

a2
0

)
‖u1 − u2‖2.

Điều này chứng tỏ f thỏa mãn (F4).

Hơn nữa,

〈A(t)u, f(t, u)〉 = −
∫ 1

0
(a(x, t)ux)x

(
b(t)u− d(t)u3

)
dx

=

∫ 1

0
a(x, t)

(
b(t)u2

x − 3d(t)u2
xu

2
)
dx

6 b(t)
∫ 1

0
a(x, t)u2

xdx ≤M 〈A(t)u, u〉 .

Suy ra f thỏa mãn điều kiện (F5). Vì vậy, f thỏa mãn các điều kiện (F2)–

(F5). Hơn nữa, tương tự như Ví dụ 3, ta có

〈A(0)ui(0), ui(0)〉 6 a1E
2
1 ,

và

‖u(·, 0)‖2 6
1

a0
〈A(0)u(0), u(0)〉 .

Vì vậy, áp dụng Định lý 2.1.14 với c2 = 0, L3 = 1/a0 ta thấy rằng, nếu u1

và u2 là hai nghiệm của (2.48) với f xác định bởi (2.50) và

‖uix(·, 0)‖ 6 E1, i = 1, 2

với 0 < ε < E1, thì tồn tại hàm bị chặn C4(t) sao cho

‖u1(t)− u2(t)‖ 6 C4(t)ε
ν(t)E

1−ν(t)
1 , t ∈ [0, T ].

5) Tương tự, chúng ta thấy rằng bài toán trong phát triển dân số ([62])

với f(t, u) = σu(u− θ)(1− u)(0 < θ < 1) cũng thỏa mãn (F2)–(F5).
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2.3 Đánh giá ổn định cho phương trình parabolic nửa

tuyến tính ngược thời gian với hệ số không phụ

thuộc thời gian

Trong phần 2.1, chúng tôi đã đưa ra các đánh giá ổn định cho phương

trình parabolic nửa tuyến tính ngược thời gian với hệ số phụ thuộc thời

gian và nguồn Lipschitz địa phương. Từ các kết quả này chúng ta suy

ra được các đánh giá ổn định cho phương trình parabolic nửa tuyến tính

ngược thời gian với hệ số không phụ thuộc thời gian và nguồn Lipschitz

toàn cục. Tuy nhiên, trong Định lý 2.1.2 và Định lý 2.1.7 để đưa ra đánh

giá ổn định thì chúng tôi cần tới điều kiện bị chặn của nghiệm trên toàn

miền [0, T ]. Trong các Định lý 2.1.11, Định lý 2.1.14 và Định lý 2.1.15 để có

đánh giá ổn định chỉ với điều kiện bị chặn của nghiệm tại t = 0 thì chúng

tôi cần điều kiện hàm f thỏa mãn (F2), tức là f(t, 0) = 0. Do đó, mục đích

của phần này là đưa ra đánh giá ổn định cho phương trình parabolic nửa

tuyến tính ngược thời gian với hệ số không phụ thuộc thời gian và nguồn

thỏa mãn điều kiện Lipschitz

‖f(t, w1)− f(t, w2)‖ ≤ k‖w1 − w2‖, w1, w2 ∈ H, (2.51)

với hằng số thực không âm k độc lập với t, w1 và w2, chỉ với điều kiện bị

chặn của nghiệm tại t = 0.

Cho A là toán tử tuyến tính không bị chặn, xác định dương, tự liên

hợp với miền xác định D(A) ⊂ H. Xét phương trình parabolic nửa tuyến

tính ngược thời gianut + Au = f(t, u), 0 < t ≤ T,

‖u(T )− ϕ‖ ≤ ε
(2.52)

trong đó ϕ là dữ kiện cuối của bài toán được xác định qua đo đạc với mức

nhiễu ε và nghiệm u ∈ C1((0, T ), H) ∩ C([0, T ], H).

Bây giờ, chúng tôi trình bày các kết quả đánh giá ổn định.

Định lý 2.3.1. Giả sử rằng u1 và u2 là các nghiệm của bài toán (2.52) và

hàm f thỏa mãn điều kiện (2.51). Nếu ui(0) ∈ D(A), i = 1, 2 và

‖ui(0)‖ ≤ E, i = 1, 2, (2.53)
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với E > ε, thì với mọi t ∈ [0, T ] ta có

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ 2εt/TE1−t/T exp

[(
2k +

1

4
k2(T + t)

)
t(T − t)

T

]
. (2.54)

Chứng minh. Đặt z(t) := u1(t)− u2(t), và Bz := zt + Az. Ta có

‖Bz‖ = ‖zt + Az‖ = ‖f(t, u1)− f(t, u2)‖ ≤ k‖u1 − u2‖ = k‖z‖. (2.55)

Nếu ‖z(0)‖ = 0 thì ‖z(t)‖ = 0 với mọi t ∈ [0, T ]. Thật vậy, đặt

h(t) = ‖z(t)‖2, t ∈ [0, T ].

Ta có

ht(t) = 2 〈z, zt〉 = 2 〈z,−Az +Bz〉
= −2 〈Az, z〉+ 2 〈Bz, z〉 ≤ 2 〈Bz, z〉
≤ 2‖Bz‖‖z‖ ≤ 2k‖z‖2 = 2kh(t).

Điều này kéo theo e−2kth(t) ≤ h(0) với mọi t ∈ [0, T ] hay ‖z(t)‖ ≤ ekt‖z(0)‖
mọi t ∈ [0, T ]. Vì ‖z(0)‖ = 0, nên ‖z(t)‖ = 0 với mọi t ∈ [0, T ]. Do đó, nếu

‖z(0)‖ = 0 thì bất đẳng thức (2.54) đúng. Nếu ‖z(0)‖ > 0, thì theo tính

duy nhất ngược [24, Định lý 1.1, trang 779], ‖z(t)‖ > 0 mọi t ∈ [0, T ].

Áp dụng Bổ đề 2.1.6, trong trường hợp A(t) = A, khi đó c = c1 = c2 = 0

và c5 = 1, ta có

p(t) =
d

dt

〈−Az, z〉
‖z‖2

+
1

2
k2 ≥ 0.

Hơn nữa

〈−Az, z〉
‖z‖2

= −λ+

∫ t

0
p(s)ds− 1

2
k2t, (2.56)

ở đây

λ =
〈Az(0), z(0)〉
‖z(0)‖2

.

Đặt h(t) = ‖z(t)‖2, t ∈ [0, T ]. Ta có

ht(t) = 2 〈z, zt〉 = 2 〈−Az, z〉+ 2 〈Bz, z〉 .

Do đó

ht
h

= 2
〈−Az, z〉
‖z‖2

+ 2
〈Bz, z〉
‖z‖2

. (2.57)
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Từ (2.55), (2.56) và (2.57), ta có

ht
h
≤ −2λ+ 2

∫ t

0
p(s)ds+ 2k.

Lấy tích phân hai vế bất đẳng thức này từ 0 tới t, ta được

lnh(t)− lnh(0) ≤ 2(k − λ)t+ 2

∫ t

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ.

Do đó,

h(t) ≤ h(0) exp

(
2(k − λ)t+ 2

∫ t

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ

)
.

Điều này kéo theo

‖z(t)‖ ≤ ‖z(0)‖ exp

(
(k − λ)t+

∫ t

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ

)
.

Do đó,

‖z(t)‖1− t
T ≤ ‖z(0)‖1− t

T

× exp

(
(k − λ)

t

T
(T − t) +

(
1− t

T

)∫ t

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ

)
. (2.58)

Mặt khác, từ (2.55), (2.56) và (2.57), ta có

ht
h
≥ −2λ+ 2

∫ t

0
p(s)ds− 2k − k2t.

Lấy tích phân hai vế bất đẳng thức này từ t tới T , ta được

lnh(T )− lnh(t) ≥ −2(k+λ)(T − t)− 1

2
k2(T 2− t2)+2

∫ T

t

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ,

hay

h(t) ≤ h(T ) exp
{

2(k + λ)(T − t) +
1

2
k2(T 2 − t2)

− 2

∫ T

t

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ
}
.

Điều này kéo theo

‖z(t)‖ ≤ ‖z(T )‖ exp
{

(k + λ)(T − t) +
1

4
k2(T 2 − t2)

−
∫ T

t

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ
}
.
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Do đó,

‖z(t)‖
t
T ≤ ‖z(T )‖

t
T exp

{
(k + λ)

t

T
(T − t) +

1

4
k2 t

T
(T 2 − t2)

− t

T

∫ T

t

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ
}
. (2.59)

Từ (2.58) và (2.59) suy ra

‖z(t)‖ ≤ ‖z(T )‖
t
T ‖z(0)‖1− t

T exp
{

2k
t

T
(T − t) +

1

4
k2 t

T
(T 2 − t2)

+

(
1− t

T

)∫ t

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ − t

T

∫ T

t

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ
}
. (2.60)

Sử dụng Bổ đề 2.1.4 với ν(t) =
t

T
, ta đạt được

(1− t

T
)

∫ t

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ − t

T

∫ T

t

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ

=

∫ t

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ − t

T

∫ T

0

(∫ τ

0
p(s)ds

)
dτ ≤ 0. (2.61)

Từ (2.60) và (2.61) suy ra rằng với mọi t ∈ [0, T ], ta có

‖z(t)‖ ≤ ‖z(T )‖
t
T ‖z(0)‖(1− t

T ) exp

[(
2k +

1

4
k2(T + t)

)
t(T − t)

T

]
. (2.62)

Từ (2.62) và ‖z(0)‖ ≤ 2E, ‖z(T )‖ ≤ 2ε ta đạt được khẳng định của định

lý.

Định lý được chứng minh.

Nhận xét 2.3.2. Với các phương trình tuyến tính (f ≡ 0), chúng ta có

thể chọn k = 0, và từ định lý này chúng ta đạt được đánh giá ổn định

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ 2εt/TE1−t/T , ∀t ∈ [0, T ]. (2.63)

Đây là đánh giá ổn định có bậc tối ưu (xem [73, 74]).

Định lý 2.3.1 không đưa ra bất kỳ thông tin gì về sự phụ thuộc liên tục

giữa các nghiệm của bài toán (2.52) tại t = 0 vào dữ kiện tại thời điểm

cuối, vì điều kiện (2.53) là quá yếu. Để thiết lập sự phụ thuộc này, ta phải

áp đặt các điều kiện mạnh hơn như định lý sau đây.
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Định lý 2.3.3. Giả sử rằng có một cơ sở trực chuẩn {φi}i>1 trong H

là các véctơ riêng tương ứng với các giá trị riêng {λi}i>1 của A sao cho

0 < λ1 < λ2 < . . . và lim
i→+∞

λi = +∞. Cho f : [0, T ] × H → H thỏa mãn

điều kiện Lipschitz (2.51), u1 và u2 là các nghiệm của bài toán (2.52) với

ui(0) ∈ D(A), i = 1, 2. Khi đó,

i) Nếu
∞∑
n=1

λ2β
n 〈ui(0), φn〉2 6 E2

1 , i = 1, 2, β > 0 (2.64)

với E1 > ε thì với mọi t ∈ [0, T ], tồn tại hàm bị chặn C(t) sao cho

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ C(t)εt/TE
1−t/T
1

((
ln
E1

ε

)−β
+

√
ε

E1

)1−t/T

. (2.65)

ii) Nếu
∞∑
n=1

e2γλn 〈ui(0), φn〉2 6 E2
2 , i = 1, 2, γ > 0 (2.66)

với E2 > ε thì với mọi t ∈ [0, T ], tồn tại hàm bị chặn C1(t) sao cho

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ C1(t)ε
γ+t
γ+TE

1− γ+t
γ+T

2 . (2.67)

Chứng minh. i) Ta có

ui(t) =
∞∑
n=1

e(T−t)λn 〈ui(T ), φn〉 −
T∫
t

e(s−t)λn 〈f(s, ui(s)), φn〉 ds

φn.

Đặt z(t) = u1(t)− u2(t) và Bz = zt + Az. Khi đó

z(t) =
∞∑
n=1

e(T−t)λn 〈z(T ), φn〉 −
T∫
t

e(s−t)λn 〈Bz, φn〉 ds

φn.

Thay t = 0 ta được

z(0) =
∞∑
n=1

eTλn 〈z(T ), φn〉 −
T∫

0

esλn 〈Bz, φn〉 ds

φn.

Do đó

〈z(0), φn〉 = eTλn 〈z(T ), φn〉 −
T∫

0

esλn 〈Bz, φn〉 ds.
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Đặt n1 = min

{
n ∈ N : λn ≥ 1

2T ln
E1

ε

}
. Khi đó với ‖z(T )‖ ≤ 2ε ta có

‖z(0)‖2 =
∞∑
n=1

〈z(0), φn〉2 =
n1−1∑
n=1

〈z(0), φn〉2 +
∞∑

n=n1

〈z(0), φn〉2

=
n1−1∑
n=1

eTλn 〈z(T ), φn〉 −
T∫

0

esλn 〈Bz, φn〉 ds

2

+
∞∑

n=n1

λ2β
n

λ2β
n

〈z(0), φn〉2

≤ 2
n1−1∑
n=1

e2Tλn 〈z(T ), φn〉2 + 2
n1−1∑
n=1

 T∫
0

esλn 〈Bz, φn〉 ds

2

+

(
1

2T
ln
E1

ε

)−2β ∞∑
n=n1

λ2β
n 〈z(0), φn〉2

≤ 2
E1

ε

n1−1∑
n=1

〈z(T ), φn〉2 + 2T
n1−1∑
n=1

T∫
0

e2sλn 〈Bz, φn〉2 ds

+ 2

(
1

2T
ln
E1

ε

)−2β ∞∑
n=n1

λ2β
n

(
〈u1(0), φn〉2 + 〈u2(0), φn〉2

)

≤ 2
E1

ε
‖z(T )‖2 + 2T

T∫
0

(
E1

ε

) s
T

‖Bz‖2ds+ 4

(
1

2T
ln
E1

ε

)−2β

E2
1

≤ 8εE1 + 4

(
1

2T
ln
E1

ε

)−2β

E2
1 + 2k2T

T∫
0

(
E1

ε

) s
T

‖z(s)‖2ds. (2.68)

Áp dụng Bổ đề 2.1.8 với ν(t) =
t

T
, tồn tại hằng số ĉ sao cho

2k2T

T∫
0

(
E1

ε

) s
T

‖z(s)‖2ds ≤ 1

2
‖z(0)‖2 + ĉE1ε. (2.69)

Từ (2.68) và (2.69), tồn tại hằng số ĉ1 sao cho

‖z(0)‖2 ≤ ĉ1E
2
1

((
ln
E1

ε

)−β
+

√
ε

E1

)2

. (2.70)
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Từ (2.70) và bất đẳng thức ‖z(T )‖ 6 2ε, áp dụng Định lý 2.3.1 ta đạt

được khẳng định trong phần i) của định lý.

ii) Đặt

n2 = min

{
n ∈ N : λn ≥

1

γ + T
ln
E2

ε

}
.

Tương tự như trong chứng minh phần i), ta có

‖z(0)‖2 ≤ 2
n2−1∑
n=1

e2Tλn〈z(T ), φn〉2 + 2T
n2−1∑
n=1

T∫
0

e2sλn〈Bz, φn〉2ds

+
∞∑

n=n2

e2γλn

e2γλn
〈z(0), φn〉2

≤ 2

(
E2

ε

) 2T
γ+T

‖z(T )‖2 + 2k2T

T∫
0

(
E2

ε

) 2s
γ+T

‖z(s)‖2ds

+

(
ε

E2

) 2γ
γ+T

∞∑
n=n2

e2γλn〈z(0), φn〉2

≤ 12ε
2γ
γ+TE

2T
γ+T

2 + 2k2T

T∫
0

(
E2

ε

) 2s
γ+T

‖z(s)‖2ds. (2.71)

Áp dụng Bổ đề 2.1.9 với a(t) = 1, ta kết luận rằng tồn tại hằng số ĉ2 sao

cho

2k2T

T∫
0

(
E2

ε

) 2s
γ+T

‖z(s)‖2ds ≤ 1

2
‖z(0)‖2 + ĉ2E

2T
γ+T

2 ε
2γ
γ+T . (2.72)

Từ (2.71) và (2.72), ta có

‖z(0)‖2 ≤ E
2T
γ+T

2 ε
2γ
γ+T (24 + 2ĉ2) . (2.73)

Từ (2.73) và bất đẳng thức ‖z(T )‖ 6 2ε, áp dụng Định lý 2.3.1 ta đạt

được khẳng định trong phần ii) của định lý.

Định lý được chứng minh.

Nhận xét 2.3.4. Đối với bài toán tuyến tính, chúng ta có thể chọn k = 0,

và từ định lý trên chúng ta đạt được các đánh giá ổn định sau
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i) Nếu điều kiện (2.64) được thỏa mãn với E1 > ε, thì

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ C(t)E
1−t/T
1

((
ln
E1

ε

)−β
+

√
ε

E1

)1−t/T

, t ∈ [0, T ].

Đánh giá này là đánh giá có bậc tối ưu (xem [73, 74]).

ii) Nếu điều kiện (2.66) được thỏa mãn với E2 > ε thì

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ C1(t)ε
γ+t
γ+TE

1− γ+t
γ+T

2 , ∀t ∈ [0, T ].

Đây cũng là đánh giá ổn định có bậc tối ưu (xem [31]).

2.4 Chỉnh hóa phương trình parabolic nửa tuyến tính

ngược thời gian bằng phương pháp Tikhonov có

hiệu chỉnh

Trong phần này, ngoài các giả thiết (A1) và (A2), chúng tôi giả sử rằng

(A(t) + I))−1 là khả vi liên tục mạnh. Hơn nữa, −A(t) sinh ra duy nhất hệ

tiến hóa U(t, s), 0 6 s 6 t 6 T là một họ các toán tử tuyến tính bị chặn

từ H vào chính nó với 0 6 s 6 t 6 T , liên tục theo hai biến và thỏa mãn

các điều kiện [46, trang 52]:

(H1) U(t, s)U(s, r) = U(t, r), U(s, s) = I,

(H2)
∂U(t, s)u

∂t
= −A(t)U(t, s)u

(H3)
∂U(t, s)u

∂s
= U(t, s)A(s)u.

Định nghĩa 2.4.1. Một hàm u : [0, T ] → H được gọi là nghiệm của

phương trình ut + A(t)u = f(t, u(t)), 0 < t 6 T,

u(0) = u0

(2.74)

nếu u là liên tục với mọi t ∈ [0, T ] và thỏa mãn phương trình tích phân

u(t) = U(t, 0)u0 +

∫ t

0
U(t, s)f(s, u)ds. (2.75)
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Nếu ánh xạ f là nửa liên tục1(demi-continuous), biến các tập bị chặn

thành các tập bị chặn và thỏa mãn điều kiện (F3) thì sự tồn tại nghiệm

của phương trình (2.74) đã được chứng minh trong [46, Định lý 4]. Sự phụ

thuộc liên tục và duy nhất nghiệm được suy ra từ (F3). Hơn nữa, từ (H2),

nếu u thỏa mãn (2.75) thì u ∈ C1((0, T ], H).

Chúng ta sẽ chỉnh hóa bài toánut + A(t)u = f(t, u), 0 6 t 6 T,

‖u(T )− ϕ‖ 6 ε
(2.76)

bằng phương pháp Tikhonov có hiệu chỉnh.

Đặt v(t) là nghiệm của bài toán

vt + A(t)v = f(t, v), 0 < t 6 T, v(0) = g ∈ D(A(t)). (2.77)

Vì ánh xạ f là nửa liên tục, biến các tập bị chặn thành các tập bị chặn và

thỏa mãn điều kiện (F3) nên bài toán (2.77) là đặt chỉnh. Để nhấn mạnh sự

phụ thuộc của nghiệm v vào dữ kiện ban đầu g, chúng ta viết v(t, g) thay vì

v(t). Nếu chúng ta có thể tìm thấy g ∈ D(A(t)) sao cho ‖v(T, g)−ϕ‖ 6 ε,
thì bài toán (2.76) được giải quyết. Nếu điều kiện ‖u(0)‖ 6 E được thỏa

mãn, ánh xạ f là nửa liên tục, biến các tập bị chặn thành các tập bị chặn

và thỏa mãn (F1) - (F3), ta xét cực tiểu phiếm hàm Tikhonov

Jα(g) = ‖v(T, g)− ϕ‖2 + α‖g‖2 (2.78)

với g ∈ D(A(t)) và α là tham số hiệu chỉnh. Tuy nhiên, như trong nhiều

bài toán phi tuyến đặt không chỉnh khác, ta không biết được cực tiểu của

bài toán này có tồn tại hay không. Do đó, chúng tôi đã hiệu chỉnh bằng

cách chọn nghiệm gần đúng của cực tiểu phiếm hàm. Thật vậy, đặt

I = inf
g∈D(A(t))

Jα(g), (2.79)

và với τ > 0 cố định chọn g ∈ D(A(t)) sao cho

Jα(g) 6 I + τε2. (2.80)

1Cho X và Y là các không gian Banach và f là một ánh xạ đơn trị từ X vào Y . Ánh xạ f được gọi

là nửa-liên tục nếu un ∈ D(f) và un → u ∈ D(f) suy ra f(un) ⇀ f(u) ([71]).
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Bài toán (2.80) luôn có nghiệm. Thật vậy, chọn dãy (gn) trong D(A(t))

sao cho J(gn) 6 I +
1

n
với mọi n ∈ N∗. Chọn g = gn0 với n0 >

1

τε2
, ta có

J(g) 6 I + τε2. Chúng tôi sẽ chứng minh rằng, nếu chọn α thích hợp thì

nghiệm v(t, g) là gần với nghiệm u của (2.76) và chúng tôi sẽ đưa ra đánh

giá sai số dạng Hölder.

Hơn nữa, nếu điều kiện 〈A(0)u(0), u(0)〉 6 E2
1 thỏa mãn, ánh xạ f là

nửa liên tục, biến các tập bị chặn thành các tập bị chặn và thỏa mãn điều

kiện (F2) - (F5), ta xét phiếm hàm Tikhonov

Jβ(g) = ‖v(T, g)− ϕ‖2 + β 〈A(0)g, g〉 , β > 0, (2.81)

trong đó β là tham số hiệu chỉnh. Đặt

I1 = inf
g∈D(A(t))

Jβ(g). (2.82)

Với τ > 0 cố định, chọn g̃ ∈ D(A(t)) sao cho

Jβ(g̃) 6 I1 + τε2, (2.83)

thì bài toán (2.83) luôn có nghiệm.

Định lý 2.4.2. Giả sử rằng ánh xạ f là nửa liên tục, biến các tập bị chặn

thành các tập bị chặn và thỏa mãn các điều kiện (F1)–(F3). Nếu bài toán

(2.76) có nghiệm là u(t) với u(0) ∈ D(A(t)) thỏa mãn

‖u(0)‖ 6 E,

và v(t, g) là nghiệm của bài toán (2.77) với g = g, thì với α =
( ε
E

)2
tồn

tại hằng số C sao cho

‖u(t)− v(t, g)‖ 6 Cεν(t)E1−ν(t), t ∈ [0, T ].

Chứng minh. Từ Định lý 2.1.11, tồn tại hằng số C̃ > 0 sao cho với t ∈ [0, T ]

ta có

‖u(t)− v(t, g)‖ 6 C̃‖u(T )− v(T, g)‖ν(t)‖u(0)− v(0, g)‖1−ν(t). (2.84)

Từ v(0, g) = g và (2.80) suy ra

‖v(T, g)− ϕ‖2 6 ‖v(T, g)− ϕ‖2 + α‖v(0, g)‖2 6 I + τε2

6 ‖u(T )− ϕ‖2 + α‖u(0)‖2 + τε2 6 ε2 + αE2 + τε2.
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Chọn α =
( ε
E

)2
, ta có ‖v(T, g)− ϕ‖ ≤

√
2 + τε. Suy ra

‖u(T )− v(T, g)‖ 6 ‖u(T )− ϕ‖+ ‖v(T, g)− ϕ‖ 6
(

1 +
√

2 + τ
)
ε.

(2.85)

Mặt khác

α‖g‖2 6 ‖v(T, g)− ϕ‖2 + α‖g‖2 6 I + τε2

6 ‖u(T )− ϕ‖2 + α‖u(0)‖2 + τε2 6 ε2 + αE2 + τε2.

Do đó, chọn α =
( ε
E

)2
, ta có ‖g‖ 6

√
2 + τE. Suy ra

‖u(0)− v(0, g)‖ = ‖u(0)− g‖ 6 ‖u(0)‖+ ‖g‖ 6
(

1 +
√

2 + τ
)
E. (2.86)

Từ (2.84)–(2.86), tồn tại hằng số C > 0 sao cho

‖u(t)− v(t, g)‖ 6 Cεν(t)E1−ν(t), ∀t ∈ [0, T ].

Định lý được chứng minh.

Định lý 2.4.3. Giả sử rằng ánh xạ f là nửa liên tục, biến các tập bị chặn

thành các tập bị chặn, thỏa mãn điều kiện (F2)–(F5) và

〈A(0)u(0), u(0)〉 > L3‖u(0)‖2

với u(t) là nghiệm của phương trình ut + A(t)u = f(t, u), 0 < t 6 T . Nếu

bài toán (2.76) có nghiệm là u(t) với u(0) ∈ D(A(t)) thỏa mãn

〈A(0)u(0), u(0)〉 6 E2
1

và v(t, g̃) là nghiệm của bài toán (2.77) với g = g̃, thì với β =

(
ε

E1

)2

tồn

tại hằng số C1 sao cho

‖u(t)− v(t, g̃)‖ ≤ C1ε
ν(t)E

1−ν(t)
1 , t ∈ [0, T ].

Chứng minh. Từ (2.82) ta có

〈A(0)g̃, g̃〉 6 1

β
(‖v(T, g̃)− ϕ‖+ β 〈A(0)g̃, g̃〉) 6 1

β

(
I1 + τε2

)
6

1

β

(
‖u(T )− ϕ‖2 + β 〈A(0)u(0), u(0)〉+ τε2

)
6

1

β
(βE2

1 + (τ + 1)ε2). (2.87)
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Chọn β =

(
ε

E1

)2

, ta có 〈A(0)g̃, g̃〉 6 (τ + 2)E2
1 .

Từ 〈A(0)g̃, g̃〉 6 (τ + 2)E2
1 và 〈A(0)u(0), u(0)〉 6 E2

1 , ta được

‖u(0)‖2 6
1

L3
〈A(0)u(0), u(0)〉 6 1

L3
E2

1 (2.88)

và ‖g̃‖2 6 1
L3
〈A(0)g̃, g̃〉 6 1

L3
(τ + 2)E2

1 . Mặt khác, vì β =

(
ε

E1

)2

nên

‖u(T )− v(T, g̃)‖2 6 (‖u(T )− ϕ‖+ ‖v(T, g̃)− ϕ‖)2

6 2‖u(T )− ϕ‖2 + 2‖v(T, g̃)− ϕ‖2

6 2ε2 + 2I1 + 2τε2

6 2(τ + 1)ε2 + 2‖u(T )− ϕ‖2 + 2β 〈A(0)u(0), u(0)〉
6 2(τ + 3)ε2. (2.89)

Từ các bất đẳng thức 〈A(0)g̃, g̃〉 6 (τ + 2)E2
1 , 〈A(0)u(0), u(0)〉 6 E2

1 và

(2.88), (2.89), sử dụng Định lí 2.1.14, ta được

‖u(t)− v(t, g̃)‖ 6 C1ε
ν(t)E

1−ν(t)
1 , t ∈ [0, T ].

Định lý được chứng minh.

2.5 Kết luận Chương 2

Trong Chương 2, chúng tôi thu được các kết quả sau:

- Đưa ra các đánh giá ổn định nghiệm cho phương trình parabolic nửa

tuyến tính ngược thời gian với hệ số phụ thuộc thời gian với các điều kiện

khác nhau của hàm nguồn và các ràng buộc khác nhau của nghiệm (Định

lý 2.1.2, Định lý 2.1.7, Định lý 2.1.11, Định lý 2.1.14 và Định lý 2.1.15).

Đưa ra các ví dụ để minh họa cho lớp hàm thỏa mãn các giả thiết của toán

tử A(t) và hàm nguồn Lipschitz địa phương f .

- Đưa ra các đánh giá ổn định nghiệm cho phương trình parabolic nửa

tuyến tính ngược thời gian với hệ số không phụ thuộc thời gian (Định

lí 2.3.1 và Định lí 2.3.3).

- Chỉnh hóa phương trình parabolic nửa tuyến tính ngược thời gian với hệ

số phụ thuộc thời gian bằng phương pháp Tikhonov có hiệu chỉnh (Định

lý 2.4.2 và Định lý 2.4.3).
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CHƯƠNG 3

ĐÁNH GIÁ ỔN ĐỊNH CHO PHƯƠNG TRÌNH BÜRGERS

NGƯỢC THỜI GIAN

Trong chương này, chúng tôi đưa ra các đánh giá ổn định dạng Hölder

cho phương trình Bürgers ngược thời gian. Các kết quả này là tổng quát

hóa và cải tiến các kết quả của Carasso trong [14] và Ponomarev trong

[64]. Cụ thể, chúng tôi đưa ra và chứng minh các kết quả đánh giá ổn định

cho phương trình tổng quát hơn dưới các điều kiện yếu hơn so với các điều

kiện được đặt ra bởi các tác giả kể trên. Các kết quả trong chương này đã

được công bố trong bài báo:

Hào D. N., Duc N. V. and Thang N. V. (2015), Stability estimates for

Burgers-type equations backward in time, J. Inverse and Ill-Posed Prob-

lems 23, 41-49.

Cho T > 0. Đặt

D = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t < T}

và D là bao đóng của D.

Trong chương này, để đơn giản kí hiệu, ta viết ‖ · ‖ thay cho ‖ · ‖L2(0,1).

3.1 Đánh giá ổn định cho phương trình Bürgers ngược

thời gian với hệ số phụ thuộc thời gian

Trong mục này, chúng tôi đưa ra đánh giá ổn định cho phương trình

Bürgers với hệ số phụ thuộc thời gian sau

ut = (a(x, t)ux)x − d(x, t)uux + f(x, t), (x, t) ∈ D, (3.1)

u(0, t) = g0(t), u(1, t) = g1(t), 0 6 t 6 T, (3.2)
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trong đó a(x, t), d(x, t), g0(t), g1(t), f(x, t) là các hàm trơn,

a(x, t) > a > 0, (x, t) ∈ D

và các hàm at(x, t), d(x, t), dx(x, t) bị chặn trên D.

Định lý 3.1.1. Giả sử u1(x, t) và u2(x, t) là hai nghiệm cổ điển của bài

toán (3.1),(3.2) thỏa mãn

max
(x,t)∈D

{|ui(x, t)|, |uix(x, t)|} 6 E, i = 1, 2. (3.3)

Đặt

m = max
(x,t)∈D

at(x, t) + 2(dE)2

a(x, t)

và

µ(t) =
t

T
nếu m = 0, µ(t) =

emt − 1

emT − 1
nếu m 6= 0. (3.4)

Nếu ‖u1(·, T )− u2(·, T )‖ 6 δ, thì tồn tại hàm bị chặn k1(t) sao cho

‖u1(·, t)− u2(·, t)‖ 6 k1(t)δ
µ(t)E1−µ(t), ∀t ∈ [0, T ]. (3.5)

Chứng minh. Đặt z = u1 − u2. Từ (3.1) ta có

zt = (azx)x − du1zx − du2xz

= (azx)x − du2zx − du1xz.

Do đózt = (azx)x −
1

2
d(u1 + u2)zx −

1

2
d(u1x + u2x)z, (x, t) ∈ D,

z(0, t) = z(1, t) = 0, 0 6 t 6 T.
(3.6)

Đặt

p(x, t) =
1

2
(u1(x, t) + u2(x, t)) .

Ta có zt = (azx)x − dpzx − dpxz, (x, t) ∈ D,

z(0, t) = z(1, t) = 0, 0 6 t 6 T.
(3.7)
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Giả sử ‖z(·, t)‖ > 0 với mọi t ∈ [0, T ]. Đặt

h(t) =

∫ 1
0 (pdx − dpx)z2dx∫ 1

0 z
2dx

, t ∈ [0, T ].

Từ điều kiện (3.3) ta có

max
(x,t)∈D

{|p|, |px|} 6 E. (3.8)

Do đó

|pdx − dpx| 6 E (|d|+ |dx|) 6 E1, ∀(x, t) ∈ D.

Từ bất đẳng thức này suy ra |h(t)| 6 E1 với mọi t ∈ [0, T ].

Đặt v(x, t) = z(x, t) exp

(
1

2

∫ T
t h(s)ds

)
. Ta có

vt = (avx)x − dpvx − dpxv −
1

2
h(t)v, (x, t) ∈ D,

v(0, t) = v(1, t) = 0, t ∈ [0, T ].
(3.9)

Đặt F (t) = ‖v(·, t)‖2 =
∫ 1

0 v
2dx, t ∈ [0, T ]. Ta có

F
′
(t) = 2

∫ 1

0
vvtdx = 2

∫ 1

0
v

(
(avx)x − dpvx − dpxv −

1

2
h(t)v

)
dx

= 2

∫ 1

0
v(avx)xdx− 2

∫ 1

0
pdvvxdx− 2

∫ 1

0
dpxv

2dx−
∫ 1

0
h(t)v2dx

= −2

∫ 1

0
av2

xdx+

∫ 1

0
(pdx − dpx)v2dx−

∫ 1

0
h(t)v2dx. (3.10)

Mặt khác,∫ 1

0
h(t)v2dx =

∫ 1
0 (pdx − dpx)z2dx∫ 1

0 z
2dx

∫ 1

0
z2 exp

(∫ T

t
h(s)ds

)
dx

=

∫ 1

0
(pdx − dpx)z2 exp

(∫ T

t
h(s)ds

)
dx

=

∫ 1

0
(pdx − dpx)v2dx. (3.11)

Từ (3.10) và (3.11) ta có F
′
(t) = −2

∫ 1
0 av

2
xdx. Do đó

F
′
(t)

F (t)
=
−2
∫ 1

0 av
2
xdx∫ 1

0 v
2dx

. (3.12)
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Đặt ϕ = −dpvx − dpxv −
1

2
h(t)v, ta có

1

2

(∫ 1

0
v2dx

)2
d

dt

(
F
′
(t)

F (t)

)

= −
(∫ 1

0
atv

2
xdx+ 2

∫ 1

0
avxvxtdx

)∫ 1

0
v2dx

+ 2

∫ 1

0
av2

xdx

∫ 1

0
vvtdx

= 2

∫ 1

0
(avx)xvtdx

∫ 1

0
v2dx−

∫ 1

0
atv

2
xdx

∫ 1

0
v2dx

− 2

∫ 1

0
(avx)xvdx

∫ 1

0
v ((avx)x + ϕ) dx

= 2

∫ 1

0
(avx)x ((avx)x + ϕ) dx

∫ 1

0
v2dx−

∫ 1

0
atv

2
xdx

∫ 1

0
v2dx

− 2

∫ 1

0
(avx)xvdx

(∫ 1

0
(avx)xvdx+

∫ 1

0
vϕdx

)
= 2

∫ 1

0

(
(avx)x +

1

2
ϕ

)2

dx

∫ 1

0
v2dx− 1

2

∫ 1

0
ϕ2dx

∫ 1

0
v2dx

−
∫ 1

0
atv

2
xdx

∫ 1

0
v2dx− 2

(∫ 1

0

(
(avx)x +

1

2
ϕ

)
vdx

)2

+
1

2

(∫ 1

0
ϕvdx

)2

. (3.13)

Theo bất đẳng thức Cauchy-Schwarz, ta có∫ 1

0
v2dx

∫ 1

0

(
(avx)x +

ϕ

2

)2
dx−

(∫ 1

0

(
(avx)x +

ϕ

2

)
vdx

)2

> 0. (3.14)

Từ (3.13) và (3.14), dẫn đến

1

2

(∫ 1

0
v2dx

)2
d

dt

(
F
′
(t)

F (t)

)

> −
(∫ 1

0
atv

2
xdx+

1

2

∫ 1

0
ϕ2dx

)∫ 1

0
v2dx. (3.15)



66

Hơn nữa,

ϕ2 6 2(pd)2v2
x + 2

(
dpx −

1

2
h(t)

)2

v2

6 2(pd)2v2
x + 4

(
(dpx)

2 +
1

4
(h(t))2

)
v2

6 2(pd)2v2
x +

(
4 (dpx)

2 + E2
1

)
v2

6 2(Ed)2v2
x + E2v

2. (3.16)

Từ (3.15) và (3.16) suy ra

d

dt

(
F
′
(t)

F (t)

)
>
−2
∫ 1

0

(
at + 2(Ed)2

)
v2
xdx∫ 1

0 v
2dx

− 2E2

>
−2
∫ 1

0

(
at + 2(Ed)2

a

)
av2

xdx∫ 1
0 v

2dx
− 2E2

>
−2m

∫ 1
0 av

2
xdx∫ 1

0 v
2dx

− 2E2. (3.17)

Từ (3.12) và (3.17) ta kết luận rằng

d

dt

(
F
′
(t)

F (t)

)
> m

F
′
(t)

F (t)
− 2E2. (3.18)

Nếu m = 0 thì

d

dt

(
F
′
(t)

F (t)

)
> −2E2. (3.19)

Vì vậy, lnF (t) + E2t
2 là hàm lồi theo biến t. Do đó, ta có

lnF (t) + E2t
2 6

(
1− t

T

)
lnF (0) +

t

T

(
lnF (T ) + E2T

2
)
, t ∈ [0, T ],

hay

F (t) 6 F (0)1− t
T F (T )

t
T exp (E2t(T − t)) , t ∈ [0, T ].

Từ đây suy ra

‖v(·, t)‖ 6 ‖v(·, 0)‖1− t
T ‖v(·, T )‖

t
T exp

(
1

2
E2t(T − t)

)
, t ∈ [0, T ].
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Vì v = z exp

(
1

2

∫ T
t h(s)ds

)
và |h(t)| 6 E1 với mọi t ∈ [0, T ] nên ta có

‖z(·, t)‖ 6 ‖z(·, 0)‖1− t
T ‖z(·, T )‖

t
T exp

(
E1(T − t) +

1

2
E2t(T − t)

)
.

(3.20)

Nếu m 6= 0 thì µ(t) =
emt − 1

emT − 1
, t ∈ [0, T ]. Do đó

t =
1

m
ln
(

1 + µ(t)
(
emT − 1

))
.

Suy ra

F (t) = F
( 1

m
ln
(

1 + µ(t)
(
emT − 1

)))
= F̃ (µ), ∀t ∈ [0, T ].

Ta có

F
′
(t)

F (t)
= m

emt

emT − 1

d

dµ
F̃ (µ)

F̃ (µ)
. (3.21)

Từ đẳng thức (3.21) dẫn đến

d

dt

(
F
′
(t)

F (t)

)
=

(
memt

emT − 1

)2
d

dµ


d

dµ
F̃ (µ)

F̃ (µ)



+
m2emt

emT − 1

d

dµ
F̃ (µ)

F̃ (µ)
. (3.22)

Từ (3.21) và (3.22), ta đạt được

d

dt

(
F
′
(t)

F (t)

)
= m

F
′
(t)

F (t)
+

(
m

emt

emT − 1

)2
d

dµ


d

dµ
F̃ (µ)

F̃ (µ)

 . (3.23)

Từ (3.18) và (3.23), ta có

d

dµ


d

dµ
F̃ (µ)

F̃ (µ)

 > −2E2

(
m

emt

emT − 1

)−2

> −2E2

(
emT − 1

)2
e2|m|T

m2
.

(3.24)
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Đặt E4 = E2

(
emT − 1

)2
e2|m|T

m2
. Từ (3.24) ta thấy ln F̃ (µ)+E4µ

2 là hàm lồi

đối với µ. Do đó, ta có

ln F̃ (µ) + E4µ
2 6 (1− µ) lnF (0) + µ (lnF (T ) + E4) , t ∈ [0, T ],

hay

F (t) 6 F (0)1−µ(t)F (T )µ(t) exp (E4µ(t)(1− µ(t)))

6 F (0)1−µ(t)F (T )µ(t) exp(E4), t ∈ [0, T ].

Điều này dẫn đến

‖v(·, t)‖ 6 ‖v(·, 0)‖1−µ(t)‖v(·, T )‖µ(t) exp

(
1

2
E4

)
.

Vì v(x, t) = z(x, t) exp

(
1

2

∫ T
t h(s)ds

)
và |h(t)| 6 E1 với mọi t ∈ [0, T ], ta

có

‖z(·, t)‖ 6 ‖z(·, 0)‖1−µ(t)‖z(·, T )‖µ(t) exp

(
1

2
E4 + E1(T −

t

2
)

)
, ∀t ∈ [0, T ].

(3.25)

Hơn nữa, vì ‖z(·, T )‖ 6 δ và ‖z(·, 0)‖ ≤ 2E nên tồn tại hàm bị chặn k1(t)

sao cho

‖u1(·, t)− u2(·, t)‖L2 6 k1(t)δ
µ(t)E1−µ(t), ∀t ∈ [0, T ]. (3.26)

Bây giờ, ta xét trường hợp khi ‖z(·, t)‖ có thể triệt tiêu. Nếu ‖z(·, 0)‖ = 0,

thì ‖z(·, t)‖ = 0 với mọi t ∈ [0, T ]. Thật vậy, đặt h(t) = ‖z(·, t)‖2, t ∈ [0, T ].

Ta có

ht(t) = 2

∫ 1

0
zztdx = −2

∫ 1

0
az2

xdx+

∫ 1

0
(pdx − dpx) z2dx

6
∫ 1

0
E (|dx|+ |d|) z2dx 6 E1

∫ 1

0
z2dx = E1h(t).

Điều này kéo theo e−E1th(t) 6 h(0), t ∈ [0, T ] hay

‖z(·, t)‖2 6 eE1t‖z(·, 0)‖2, ∀t ∈ [0, T ].

Vì ‖z(·, 0)‖ = 0 nên ‖z(·, t)‖ = 0 với mọi t ∈ [0, T ]. Do đó, nếu ‖z(·, 0)‖ = 0

thì bất đẳng thức (3.5) đúng. Nếu ‖z(·, 0)‖ > 0, thì ‖z(·, t)‖ > 0, t ∈ [0, T ].
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Thật vậy, giả sử ngược lại, gọi t0 là điểm bé nhất mà ‖z(·, t0)‖ = 0. Do đó

‖z(·, t)‖ > 0 với 0 6 t 6 s < t0. Sử dụng đánh giá ổn định (3.26) với T

được thay thế bởi s < t0 và cho s ↑ t0 ta đạt được mâu thuẫn.

Định lý được chứng minh.

Nhận xét 3.1.2.

i) Nếu m < 0, thì µ(t) >
t

T
, t ∈ (0, T ).

ii) Trong [64], Ponomarev đã xét bài toán

ut = a(t)uxx + b(x, t)uux + c(x, t)ux + d(x, t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ D,
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, 0 < t < T,

với a(t) > 0. Để có kết quả đánh giá ổn định, Ponomarev cần điều kiện

sup
(x,t)∈D

{
|ui(x, t)|, |uix(x, t)|, |uit(x, t)|, |uixx(x, t)|,

|uitt(x, t)|, |uixt(x, t)|
}
≤ N, i = 1, 2. (3.27)

Chúng tôi xét bài toán tổng quát hơn của Ponomarev, hơn nữa điều kiện

(3.3) của chúng tôi yếu hơn nhiều so với điều kiện (3.27) của Ponomarev.

3.2 Đánh giá ổn định cho phương trình Bürgers ngược

thời gian với hệ số không phụ thuộc thời gian

Trong mục này, chúng tôi đưa ra đánh giá ổn định cho phương trình

Bürgers ngược thời gian với hệ số không phụ thuộc thời gian. Kết quả này

là tổng quát hóa và cải tiến kết quả của Carasso trong [14].

Định lý 3.2.1. Giả sử u1(x, t) và u2(x, t) là các nghiệm cổ điển của bài

toán

ut = νuxx − αuux + f(x, t), (x, t) ∈ D, (3.28)

u(0, t) = g0(t), u(1, t) = g1(t), 0 6 t 6 T, (3.29)

ở đây ν > 0, α ∈ R, và g0, g1, f là các hàm trơn. Nếu u1, u2 thỏa mãn

max
(x,t)∈D

{|ui(x, t)|, |uix(x, t)|, |uit(x, t)|} 6 E, i = 1, 2 (3.30)
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và ‖u1(·, T )− u2(·, T )‖ 6 δ, thì tồn tại hàm bị chặn k2(t) sao cho

‖u1(·, t)− u2(·, t)‖ 6 k2(t)δ
t
TE1− t

T , t ∈ [0, T ]. (3.31)

Chứng minh Định lý 3.2.1

Ta cần kết quả bổ trợ sau.

Bổ đề 3.2.2. ([14]) Giả sử u(x, t) là một nghiệm của phương trình{
ut = νuxx − b(x, t)ux − d(x, t)u, (x, t) ∈ D,
u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ [0, T ],

(3.32)

ở đây b(x, t) và d(x, t) là các hàm trơn. Đặt B(x, t) =
x∫
0

b(s, t)ds và

z(x, t) = u(x, t) exp

(
−B(x, t)

2ν

)
.

Khi đó z(x, t) thỏa mãn{
zt = νzxx −

(
b2+2Bt

4ν + d− bx
2

)
z, (x, t) ∈ D,

z(0, t) = z(1, t) = 0, t ∈ [0, T ].
(3.33)

Bây giờ, ta chứng minh Định lý 3.2.1.

Đặt z = u1−u2. Ta có zt = νzxx−αpzx−αpxz với p(x, t) =
u1(x, t) + u2(x, t)

2
và z(0, t) = z(1, t) = 0, t ∈ [0, T ]. Giả sử ‖z(·, t)‖ > 0 với mọi t ∈ [0, T ].

Đặt P (x, t) = α
∫ x

0 p(s, t)ds và

v(x, t) = z(x, t) exp

(
−P (x, t)

2ν

)
.

Ta có ‖v(t)‖ > 0, t ∈ [0, T ]. Từ Bổ đề 3.2.2, ta khẳng định rằng v(x, t) là

nghiệm của bài toánvt = νvxx −
(
α2p2 + 2Pt

4ν
+
αpx
2

)
v, (x, t) ∈ D,

v(0, t) = v(1, t) = 0, 0 6 t 6 T.
(3.34)

Đặt Q =
α2p2 + 2Pt

4ν
+
αpx
2

. Vì max
(x,t)∈D

{|p|, |px|, |pt|} 6 E nên

|Q| 6 E3, ∀(x, t) ∈ D
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và vt = νvxx −Qv, (x, t) ∈ D,

v(0, t) = v(1, t) = 0, 0 6 t 6 T.
(3.35)

Đặt h(t) =

∫ 1
0 Qv

2dx∫ 1
0 v

2dx
, 0 6 t 6 T . Ta có max

t∈[0,T ]
|h(t)| 6 E3. Đặt

ω(x, t) = v(x, t) exp

(∫ t

0
h(s)ds

)
.

Ta có

ωt = νωxx −Qω + h(t)ω, (3.36)

và

ω(0, t) = ω(1, t) = 0, 0 6 t 6 T.

Đặt F (t) = ‖ω(·, t)‖2 =
∫ 1

0 ω
2dx, t ∈ [0, T ]. Ta có

F
′
(t) = 2

∫ 1

0
ωωtdx = 2

∫ 1

0
ω(νωxx −Qω + h(t)ω)dx

= −2ν

∫ 1

0
ω2
xdx− 2

∫ 1

0
Qω2dx+ 2h(t)

∫ 1

0
ω2dx. (3.37)

Mặt khác,

h(t)

∫ 1

0
ω2dx =

∫ 1
0 Qv

2dx∫ 1
0 v

2dx

∫ 1

0
v2 exp

(
2

∫ t

0
h(s)ds

)
dx =

∫ 1

0
Qω2dx.

(3.38)

Từ (3.37) và (3.38) dẫn đến

F
′
(t) = −2ν

∫ 1

0
ω2
xdx. (3.39)

Do đó

F
′
(t)

F (t)
= −2ν

∫ 1
0 ω

2
xdx∫ 1

0 ω
2dx

. (3.40)
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Đặt ϕ = −(Q− h(t))ω. Từ (3.40) ta có

1

2ν

(∫ 1

0
ω2dx

)2
d

dt

(
F
′
(t)

F (t)

)

=

(∫ 1

0
ω2dx

)2
d

dt

(
−
∫ 1

0 ω
2
xdx∫ 1

0 ω
2dx

)

= −2

∫ 1

0
ω2dx

∫ 1

0
ωxωxtdx+ 2

∫ 1

0
ω2
xdx

∫ 1

0
ωωtdx

= 2

∫ 1

0
ω2dx

∫ 1

0
ωxxωtdx− 2

∫ 1

0
ωωxxdx

∫ 1

0
ωωtdx

= 2

∫ 1

0
ω2dx

∫ 1

0
ωxx(νωxx + ϕ)dx− 2

∫ 1

0
ωωxxdx

∫ 1

0
ω(νωxx + ϕ)dx

= 2

∫ 1

0
ω2dx

∫ 1

0
ωxx(νωxx + ϕ)dx

− 2

∫ 1

0
ωωxxdx

(∫ 1

0
νωωxxdx+

∫ 1

0
ϕωdx

)
= 2

∫ 1

0
ω2dx

∫ 1

0

(√
νωxx +

1

2
√
ν
ϕ

)2

dx− 1

2ν

∫ 1

0
ω2dx

∫ 1

0
ϕ2dx

− 2

(∫ 1

0

(√
νωxx +

1

2
√
ν
ϕ

)
ωdx

)2

+
1

2ν

(∫ 1

0
ϕωdx

)2

. (3.41)

Theo bất đẳng thức Cauchy-Schwarz,∫ 1

0
ω2dx

∫ 1

0

(√
νωxx +

1

2
√
ν
ϕ

)2

dx ≥
(∫ 1

0

(√
νωxx +

1

2
√
ν
ϕ

)
ωdx

)2

.

(3.42)

Do đó từ (3.41) và (3.42) ta được

1

2ν

(∫ 1

0
ω2dx

)2
d

dt

(
F
′
(t)

F (t)

)
> − 1

2ν

∫ 1

0
ω2dx

∫ 1

0
ϕ2dx. (3.43)

Mặt khác,

ϕ2 = (Q− h(t))2 ω2 6 4E2
3ω

2. (3.44)

Từ (3.43) và (3.44) suy ra

d

dt

(
F
′
(t)

F (t)

)
> −4E2

3 . (3.45)
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Từ (3.45) ta thấy rằng lnF (t) + 2E2
3t

2 là hàm lồi đối với t. Do đó, ta có

lnF (t) + 2E2
3t

2 6

(
1− t

T

)
lnF (0) +

t

T

(
lnF (T ) + 2E2

3T
2
)
, ∀t ∈ [0, T ].

Điều này kéo theo

F (t) 6 F (0)1− t
T F (T )

t
T exp

(
2E2

3t(T − t)
)

hay

‖ω(·, t)‖ 6 ‖ω(·, 0)‖1− t
T ‖ω(·, T )‖

t
T exp

(
E2

3t(T − t)
)
. (3.46)

Vì ω(x, t) = v(x, t) exp
(∫ t

0 h(s)ds
)
và |h(t)| 6 E3 với mọi t ∈ [0, T ] nên

‖v(·, t)‖ 6 ‖v(·, 0)‖1− t
T ‖v(·, T )‖

t
T exp

(
2E3t+ E2

3t(T − t)
)
. (3.47)

Từ v(x, t) = z(x, t) exp

(
− P

2ν

)
và max

(x,t)∈D
|P | 6 |α|E ta khẳng định rằng

‖z(·, t)‖ 6 ‖z(·, 0)‖1− t
T ‖z(·, T )‖

t
T exp

(
|α|E
ν

+ 2E3t+ E2
3t(T − t)

)
.

(3.48)

Mặt khác, ta có

‖z(T )‖ = ‖u1(T )− u2(T )‖ 6 δ, (3.49)

và

‖z(0)‖ = ‖u1(0)− u2(0)‖ 6 ‖u1(0)‖+ ‖u2(0)‖ 6 2E. (3.50)

Từ (3.48), (3.49) và (3.50) suy ra tồn tại hàm bị chặn k2(t) sao cho

‖u1(·, t)− u2(·, t)‖L2 6 k2(t)δ
t
TN 1− t

T , ∀t ∈ [0, T ]. (3.51)

Trường hợp tồn tại t0 ∈ [0, T ] sao cho ‖z(·, t0)‖ = 0 được xử lý tương tự

như trong chứng minh Định lý 3.1.1.

Định lý được chứng minh. �

Nhận xét 3.2.3. Trong [14], Carasso chỉ xét bài toán (3.28) trong trường

hợp α = 1. Hơn nữa, để có đánh giá ổn định tương tự (3.31), Carasso cần

điều kiện

max
(x,t)∈D

{|ui|, |uit|, |uitt|, |uixt|} ≤ N, i = 1, 2. (3.52)

Chúng tôi xét bài toán (3.28) cho số thực α bất kỳ. Hơn nữa, điều kiện

(3.30) của chúng tôi là yếu hơn điều kiện (3.52) của Carasso.
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3.3 Kết luận Chương 3

Trong Chương 3, chúng tôi đã thu được các kết quả sau:

- Đưa ra đánh giá ổn định dạng Hölder cho phương trình Bürgers ngược

thời gian với hệ số phụ thuộc thời gian (Định lý 3.1.1).

- Đưa ra đánh giá ổn định dạng Hölder cho phương trình Bürgers ngược

thời gian với hệ số không phụ thuộc thời gian (Định lý 3.2.1).
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CHƯƠNG 4

CHỈNH HÓA PHƯƠNG TRÌNH PARABOLIC BẬC PHÂN

THỨ NGƯỢC THỜI GIAN

Xét bài toán sau trong không gian Rn
dγu

dtγ
= ∆u, x ∈ Rn, t ∈ (0, T )

u(x, T ) = ϕ(x), x ∈ Rn,
(4.1)

trong đó 0 < γ < 1, ϕ là dữ kiện cuối chính xác của bài toán nhưng ta

không được biết mà chỉ biết dữ kiện nhiễu (qua đo đạc) ϕε với mức sai số

‖ϕε(·)− ϕ(·)‖L2(Rn) 6 ε (4.2)

đã biết.

Trong chương này, chúng tôi sẽ chỉnh hóa bài toán (4.1)-(4.2) bởi bài

toán 
dγvν

dtγ
= ∆vν, x ∈ Rn, t ∈ (0, T )

vν(x, T ) = Sν(ϕ
ε(x)), x ∈ Rn,

(4.3)

trong đó ν > 0 và Sν(ϕ
ε(x)) là tích chập của ϕε(x) với nhân Dirichlet.

Các kết quả trong chương này là tổng quát hóa và cải tiến các kết quả

của Liu J. và các cộng sự trong [82, 88]. Các kết quả này đã được viết

thành bài báo:

Duc N. V., Muoi P. Q., Thang N. V., A molification method backward

time-fractional heat equation, Acta Math. Vietnam. (Đã được nhận đăng).

4.1 Tính đặt chỉnh của bài toán chỉnh hóa

Định nghĩa 4.1.1. ([88]) Ta gọi u(x, t) là nghiệm của bài toán (4.1) nếu
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(4.1) đúng trong L2(Rn) với mỗi t ∈ (0, T ),

u ∈ C([0, T ];L2(Rn)), u(·, t) ∈ H2(Rn), t ∈ (0, T )

và

lim
t→T
‖u(·, t)− ϕ‖H2(Rn) = 0.

Tiếp theo, chúng ta sẽ chứng minh bài toán (4.3) là đặt chỉnh. Đầu

tiên, chúng ta cần kết quả bổ trợ sau.

Bổ đề 4.1.2. Nếu u(x, t) là nghiệm của bài toán

∂γu

∂tγ
= ∆u, x ∈ Rn, t ∈ (0, T ), (4.4)

và u(·, 0) ∈ Hs(Rn), u(·, T ) ∈ L2(Rn) thì tồn tại hằng số C2 sao cho

‖u(·, t)‖ ≤ C2‖u(·, T )‖
s
s+2 .‖u(·, 0)‖

2
s+2

Hs(Rn), t ∈ [0, T ].

Chứng minh. Dùng phép biến đổi Fourier cho hai vế của phương trình (4.4)

theo biến x, ta có
∂γû(ξ, t)

∂tγ
= −|ξ|2û(ξ, t).

Do đó, (xem [88])

û(ξ, t) = Eγ,1(−|ξ|2tγ)û(ξ, 0).

Từ 0 ≤ Eγ,1(−|ξ|2tγ) ≤ 1, sử dụng bất đẳng thức Hölder, ta có

‖û(·, t)‖2 ≤
∫
Rn
|û(ξ, 0)|2dξ

=

∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)

2s
s+2 |û(ξ, 0)|

4
s+2

)(
(1 + |ξ|2)

−2s
s+2 |û(ξ, 0)|

2s
s+2

)
dξ

≤
(∫

Rn
(1 + |ξ|2)s|û(ξ, 0)|2dξ

) 2
s+2
(∫

Rn

|û(ξ, 0)|2

(1 + |ξ|2)2
dξ

) s
s+2

.

Vì
1

1 + |ξ|2
≤ 1 + T γ

1 + |ξ|2T γ
, nên từ Bổ đề 1.2.6 suy ra

‖û(·, t)‖2 ≤ ‖u(·, 0)‖
4
s+2

Hs(Rn)

(
(1 + T γ)2

∫
Rn

|û(ξ, 0)|2

(1 + |ξ|2T γ)2
dξ

) s
s+2

= ‖u(·, 0)‖
4
s+2

Hs(Rn)

{
(1 + T γ)2

(
C

Γ(1− γ)

)−2

×
∫
Rn

(
C

(1 + |ξ|2T γ)Γ(1− γ)

)2

|û(ξ, 0)|2dξ
} s
s+2
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≤ ‖u(·, 0)‖
4
s+2

Hs(Rn)

{
(1 + T γ)2

(
C

Γ(1− γ)

)−2

×
∫
Rn

(
Eγ,1(−|ξ|2T γ)|û(ξ, 0)|

)2
dξ
} s
s+2

≤ ‖u(·, 0)‖
4
s+2

Hs(Rn)

(
(1 + T γ)2

(
C

Γ(1− γ)

)−2 ∫
Rn
|û(ξ, T )|2dξ

) s
s+2

≤ ‖u(·, 0)‖
4
s+2

Hs(Rn)

(
(1 + T γ)2

(
C

Γ(1− γ)

)−2

‖u(·, T )‖2

) s
s+2

.

Do đó, bổ đề được chứng minh.

Định lý 4.1.3. Với ϕε ∈ L2(Rn), bài toán (4.3) có duy nhất nghiệm vν ∈
L2(Rn) và tồn tại hằng số C3 sao cho

‖vν(·, t)‖ ≤ C3(1 + ν2)‖ϕε‖, t ∈ [0, T ].

Chứng minh. Từ chứng minh của Bổ đề 4.1.2, ta có

v̂ν(ξ, t) = Eγ,1(−|ξ|2tγ)v̂ν(ξ, 0).

Điều này kéo theo

v̂ν(ξ, t) =
Eγ,1(−|ξ|2tγ)v̂ν(ξ, T )

Eγ,1(−|ξ|2T γ)

=
Eγ,1(−|ξ|2tγ)Ŝν(ϕε)(ξ)

Eγ,1(−|ξ|2T γ)
.

Do đó

vν(x, t) =
1√
2π

n

∫
Rn
eiξx

Eγ,1(−|ξ|2tγ)Ŝν(ϕε)(ξ)
Eγ,1(−|ξ|2T γ)

dξ (4.5)

Hơn nữa, với t ∈ (0, T ], ta có

‖vν(·, t)‖2
H2(Rn) =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)2

∣∣∣∣∣Eγ,1(−|ξ|2tγ)Ŝν(ϕε)(ξ)
Eγ,1(−|ξ|2T γ)

∣∣∣∣∣
2

dξ

≤
∫
Rn

(1 + |ξ|2)2

(
C1

Γ(1−γ)
1

1+tγ |ξ|2
C

Γ(1−γ)
1

1+T γ |ξ|2

)2

|Ŝν(ϕε)(ξ)|2dξ

≤ C2
1

C2

(
T

t

)2γ ∫
Rn

(1 + |ξ|2)2Ŝν(ϕε)(ξ)|2dξ

=
C2

1

C2

(
T

t

)2γ ∫
Mν

(1 + |ξ|2)2|ϕ̂ε(ξ)|2dξ.
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Do đó tồn tại hằng số C̃ sao cho

‖vν(·, t)‖2
H2(Rn) ≤ C̃

(T
t

)2γ
∫
Mν

(1 + ν2)2|ϕ̂ε(ξ)|2dξ

≤ C̃
(T
t

)2γ
(1 + ν2)2‖ϕε‖2, t ∈ (0, T ].

Vì vậy vν(x, t) ∈ H2(Rn), t ∈ (0, T ]. Vì 0 ≤ Eγ,1(−|ξ|2tγ) ≤ 1 nên

‖vν(·, t)‖2 =

∫
Rn
|v̂ν(·, t)|2dξ ≤

∫
Rn

(
|v̂ν(·, T )|

Eγ,1(−|ξ|2T γ)

)2

dξ.

Điều này dẫn đến

‖vν(·, t)‖2 ≤
∫
Rn

(
|F [Sν(ϕ

ε)](ξ)|
Eγ,1(−|ξ|2T γ)

)2

dξ

=

∫
Mν

(
|ϕ̂ε(ξ)|

Eγ,1(−|ξ|2T γ)

)2

dξ

≤
∫
Mν

(
Γ(1− γ)

C
(1 + |ξ|2T γ)

)2

|ϕ̂ε(ξ)|2dξ

≤
∫
Mν

(
Γ(1− γ)

C
(1 + T γ)(1 + |ξ|2)

)2

|ϕ̂ε(ξ)|2dξ. (4.6)

Từ (4.6), tồn tại hằng số C3 > 0 sao cho

‖vν(·, t)‖2 ≤ C2
3

∫
Mν

(1 + ν2)2|ϕ̂ε(ξ)|2dξ

≤ C2
3(1 + ν2)2‖ϕε(·)‖2, t ∈ [0, T ]. (4.7)

Từ (4.7), dẫn đến

‖vν(·, t)‖ ≤ C3(1 + ν2)‖ϕε‖, t ∈ [0, T ].

Suy ra vν ∈ C([0, T ], L2(Rn)) ∩ C((0, T ], H2(Rn)).

Định lý được chứng minh.

4.2 Tốc độ hội tụ

Trong phần này, chúng tôi nêu quy tắc chọn tham số tiên nghiệm, hậu

nghiệm và đưa ra tốc độ hội tụ của nghiệm chỉnh hóa về nghiệm chính xác.
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Đầu tiên chúng ta xét quy tắc chọn tham số tiên nghiệm. Để đạt được các

kết quả cho phần tiên nghiệm, chúng tôi cần một số bổ đề sau.

Kí hiệu w(·, t) là nghiệm của bài toán
dγw

dtγ
= ∆w, x ∈ Rn, t ∈ (0, T ),

w(x, T ) = Sν(ϕ)(x), x ∈ Rn.
(4.8)

Bổ đề 4.2.1. Nếu vν là nghiệm của bài toán (4.3) và w là nghiệm của

(4.8), thì tồn tại hằng số C4 > 0 sao cho

‖vν(·, t)− w(·, t)‖ ≤ C4(1 + ν2)ε, ∀t ∈ [0, T ].

Chứng minh. Ta thấy rằng vν(·, t) − w(·, t) là nghiệm của bài toán (4.3)

với dữ kiện cuối Sν(ϕ
ε) được thay thế bởi Sν(ϕ

ε − ϕ). Từ Định lý 4.1.3,

tồn tại hằng số C4 sao cho

‖vν(·, t)− w(·, t)‖ ≤ C4(1 + ν2)‖Sν(ϕ− ϕε)‖

= C4(1 + ν2)

(∫
Rn
|Sν (ϕ− ϕε) |2dx

) 1
2

.

Điều này dẫn đến

‖vν(·, t)− w(·, t)‖ ≤ C4(1 + ν2)

(∫
Rn
|F [Sν (ϕ− ϕε)]|2dξ

) 1
2

= C4(1 + ν2)

(∫
Mν

|ϕ̂− ϕ̂ε|2dξ
) 1

2

≤ C4(1 + ν2)‖ϕ− ϕε(·)‖
≤ C4(1 + ν2)ε.

Bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 4.2.2. Cho s ≥ 0 và w(x, t) là nghiệm của bài toán (4.8). Nếu

u(x, t) là nghiệm của bài toán (4.1) và tồn tại hằng số dương E > ε sao

cho

‖u(·, 0)‖Hs(R) ≤ E, (4.9)

thì tồn tại hằng số C5 sao cho

‖u(·, t)− w(·, t)‖ ≤ C5ν
−sE, ∀t ∈ [0, T ].
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Chứng minh. Ta có

‖u(·, t)− w(·, t)‖2

=

∫
Rn

∣∣Eγ,1(−|ξ|2tγ)û(·, 0)− Eγ,1(−|ξ|2tγ)ŵ(·, 0)
∣∣2 dξ

≤
∫
Rn
|û(·, 0)− ŵ(·, 0)|2dξ

=

∫
Rn

∣∣∣∣û(·, 0)− F [Sν(u(·, T ))]

Eγ,1(−|ξ|2T γ)

∣∣∣∣2 dξ
=

∫
Mν

∣∣∣∣û(·, 0)− û(·, T )

Eγ,1(−|ξ|2T γ)

∣∣∣∣2 dξ +

∫
Qν

|û(·, 0)|2dξ

=

∫
Qν

|û(·, 0)|2dξ =

∫
Qν

1

(1 + |ξ|2)s
(1 + |ξ|2)s|û(·, 0)|2dξ. (4.10)

Từ (4.10), tồn tại hằng số C5 sao cho

‖u(·, t)− w(·, t)‖ ≤ C5ν
−sE, ∀t ∈ [0, T ].

Bổ đề được chứng minh.

Bây giờ, chúng tôi sẽ trình bày đánh giá về tốc độ hội tụ của nghiệm

chỉnh hóa tới nghiệm chính xác theo cả chuẩn ‖·‖L2(Rn) và chuẩn ‖·‖H l(Rn).

Định lý 4.2.3. Nếu u(x, t) là nghiệm của bài toán (4.1) thỏa mãn (4.9)

và vν là nghiệm của bài toán (4.3) thì với ν =

(
E

ε

) 1
s+2

, E > ε tồn tại

hằng số C1 > 0 sao cho

‖vν(·, t)− u(·, t)‖H l(R) 6 C1ε
s−l
s+2E

l+2
s+2 , 0 ≤ l < s, t ∈ [0, T ]. (4.11)

Chứng minh. Chứng minh sẽ được chia ra hai trường hợp.

a) l = 0 : Sử dụng Bổ đề 4.2.1 và Bổ đề 4.2.2, ta có

‖vν(·, t)− u(·, t)‖ ≤ ‖u(·, t)− w(·, t)‖+ ‖vν(·, t)− w(·, t)‖
≤ C4(1 + ν2)ε+ C5ν

−sE.

Với ν =

(
E

ε

) 1
s+2

và E > ε tồn tại hằng số C1 sao cho

‖vν(·, t)− u(·, t)‖ 6 C1ε
s
s+2E

2
s+2 , ∀t ∈ [0, T ].
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b) l > 0 : Ta có

‖w(·, t)− vν(·, t)‖2
H l(Rn)

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2)l|ŵ(ξ, t)− v̂ν(ξ, t)|2dξ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2)l
(
Eγ,1(−tγ|ξ|2)|F [Sν(ϕ

ε − ϕ]|
Eγ,1(−T γ|ξ|2)

)2

dξ

=

∫
Mν

(1 + |ξ|2)l
(
Eγ,1(−tγ|ξ|2)|ϕ̂ε − ϕ̂|

Eγ,1(−T γ|ξ|2)

)2

dξ

≤
∫
Mν

(1 + |ξ|2)l
(

|ϕ̂ε − ϕ̂|
Eγ,1(−T γ|ξ|2)

)2

dξ

≤ (Γ(1− γ))2

C2

∫
Mν

(1 + |ξ|2)l(1 + T γ|ξ|2)2|ϕ̂ε − ϕ̂|2dξ

≤ (Γ(1− γ))2

C2
(1 + T γ)2

∫
Mν

(1 + |ξ|2)l+2|ϕ̂ε − ϕ̂|2dξ.

Từ bất đẳng thức trên ta suy ra tồn tại hằng số C6 sao cho

‖w(·, t)− vν(·, t)‖2
H l(Rn) ≤ C6(1 + ν2)l+2ε2. (4.12)

Mặt khác, ta có

‖u(·, t)− w(·, t)‖2
H l(Rn)

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2)l|û(ξ, t)− ŵ(ξ, t)|2dξ

≤
∫
Rn

(1 + |ξ|2)l|û(ξ, 0)− ŵ(ξ, 0)|2dξ

=

∫
Rn

(1 + |ξ|2)l
∣∣∣∣û(ξ, 0)− F [Sν(u(·, T ))]

Eγ,1(−T γ|ξ|2)

∣∣∣∣2 dξ
=

∫
Mν

(1 + |ξ|2)l
∣∣∣∣û(ξ, 0)− û(ξ, T )

Eγ,1(−T γ|ξ|2)

∣∣∣∣2 dξ
+

∫
Qν

(1 + |ξ|2)l |û(ξ, 0)|2 dξ

=

∫
Qν

(1 + |ξ|2)l−s(1 + |ξ|2)s |û(ξ, 0)|2 dξ

≤ (1 + ν2)l−sE2. (4.13)

Từ (4.12) và (4.13), dẫn đến

‖u(·, t)− vν(·, t)‖2
H l(Rn) ≤ C6(1 + ν2)l+2ε2 + (1 + ν2)l−sE2.
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Chọn ν =

(
E

ε

) 1
s+2

với ε < E tồn tại hằng số C1 sao cho

‖u(·, t)− w(·, t)‖H l(R) ≤ C1ε
s−l
s+2E

l+2
s+2 , t ∈ [0, T ].

Định lý được chứng minh.

Tiếp theo, chúng tôi đề xuất quy tắc chọn tham số hậu nghiệm. Trước

hết, chúng tôi cần bổ đề sau.

Bổ đề 4.2.4. Đặt ρ(ν) = ‖vν(·, T )− ϕε(·)‖. Nếu 0 < ‖ϕε(·)‖, thì
a) ρ là hàm liên tục,

b) lim
ν→0+

ρ(ν) = ‖ϕε(·)‖,
c) lim

ν→+∞
ρ(ν) = 0,

d) ρ là hàm giảm.

Chứng minh. Từ Bổ đề 1.2.12, ta có

ρ2(ν) = ‖vν(·, T )− ϕε‖2 = ‖Ŝν(ϕε)− ϕ̂ε‖2 =

∫
Qν

|ϕ̂ε(ξ)|2dξ.

a) Cố định ν0 ∈ (0,+∞), ta có

lim
ν→ν0

ρ2(ν) = lim
ν→ν0

∫
Qν

|ϕ̂ε(ξ)|2dξ =

∫
Qν0

|ϕ̂ε(ξ)|2dξ = ρ2(ν0).

Vậy ρ là hàm liên tục.

b) Vì lim
ν→0+

Qν = Rn nên

lim
ν→0+

ρ2(α) = lim
ν→0+

∫
Qν

|ϕ̂ε(ξ)|2dξ =

∫
Rn
|ϕ̂ε(ξ)|2dξ = ‖ϕε‖2.

Suy ra lim
ν→0+

ρ(α) = ‖ϕε(·)‖.

c) Vì
∫
Rn |ϕ̂ε(ξ)|

2dξ = ‖ϕε‖2 < +∞ nên

lim
ν→+∞

ρ2(ν) = lim
ν→+∞

∫
Qν

|ϕ̂ε(ξ)|2dξ = 0.

Điều này kéo theo lim
ν→+∞

ρ(α) = 0.
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d) Nếu ν1 ≤ ν2 thì Qν1 ⊇ Qν2. Ta có∫
Qν1

|ϕ̂ε(ξ)|2dξ ≥
∫
Qν2

|ϕ̂ε(ξ)|2dξ.

Vậy ρ là hàm giảm.

Bổ đề được chứng minh.

Định lý 4.2.5. Giả sử rằng 0 < ε < ‖ϕε(·)‖. Chọn τ > 1 sao cho

0 < τε < ‖ϕε‖. Khi đó, tồn tại một số νε > 0 sao cho

‖vνε(·, T )− ϕε(·)‖ = τε. (4.14)

Hơn nữa, nếu u(x, t) là nghiệm của (4.1) thỏa mãn (4.9), thì tồn tại hằng

số C2 > 0 sao cho

‖vνε(·, t)− u(·, t)‖H l(R) 6 C2ε
s−l
s+2E

l+2
s+2 , 0 ≤ l < s, t ∈ [0, T ]. (4.15)

Chứng minh. Chứng minh được chia ra hai trường hợp.

a) l = 0 : Từ Bổ đề 4.2.4, tồn tại một số νε > 0 thỏa mãn (4.14). Hơn

nữa, ta có

‖w(·, T )− u(·, T )‖
≤ ‖vνε(·, T )− w(·, T )‖+ ‖vνε(·, T )− ϕε‖+ ‖ϕ− ϕε‖

≤
(∫

Rn
|F [Sν(ϕ

ε − u(·, T ))]|2dξ
) 1

2

+ (τ + 1)ε

=

(∫
Mνε

|ϕ̂ε − û(·, T )|2dξ
) 1

2

+ (τ + 1)ε

≤ ‖u(·, T )− ϕε‖+ (τ + 1)ε ≤ (τ + 2)ε. (4.16)

Từ bất đẳng thức (a+ b)2 ≤
(

1 +
(
τ−1

2

)2
)
a2 +

(
1 +

(
2

τ−1

)2
)
b2, ta có

τ 2ε2 = ‖vνε(·, T )− ϕε‖2 =

∫
Rn
|Ŝνε(ϕε)− ϕ̂ε|2dξ

=

∫
Qνε

|ϕ̂ε|2dξ =

∫
Qνε

|ϕ̂ε − ϕ+ ϕ|2dξ
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≤
∫
Qνε

(
1 +

(
τ − 1

2

)2
)
|ϕ̂ε − ϕ̂|2dξ

+

∫
Qνε

(
1 +

(
2

τ − 1

)2
)
|ϕ̂|2dξ

≤
(

1 +
(τ − 1

2

)2)
ε2 +

∫
Qνε

(
1 +

( 2

τ − 1

)2)
|û(ξ, T )|2dξ

≤
(

1 +
(τ − 1)2

4

)
ε2

+

(
1 +

4

(τ − 1)2

)∫
Qνε

|Eγ,1(−ξ2T γ)û(ξ, 0)|2dξ

≤
(

1 +
(τ − 1)2

4

)
ε2

+

(
1 +

4

(τ − 1)2

)∫
Qνε

(
C1

Γ(1− γ)
· |û(·, 0)|

1 + |ξ|2T γ

)2

dξ.

Áp dụng bất đẳng thức
1

1 + T γ|ξ|2
≤ 1 + T−γ

1 + |ξ|2
, ta có

(τ − 1)2

4
ε2 ≤

(
1 +

4

(τ − 1)2

)∫
Qνε

(
C1(1 + T−γ)

Γ(1− γ)
· |û(·, 0)|

1 + |ξ|2

)2

dξ

=

(
1 +

4

(τ − 1)2

)(
C1(1 + T−γ)

Γ(1− γ)

)2

×
∫
Qνε

(1 + |ξ|2)−s−2(1 + |ξ|2)s|û(·, 0)|2dξ

≤
(

1 +
4

(τ − 1)2

)(
C1(1 + T−γ)

Γ(1− γ)

)2

(1 + ν2
ε )
−s−2E2. (4.17)

Do đó, tồn tại hằng số C7 sao cho

1 + ν2
ε ≤ C7

(
E

ε

) 2
s+2

. (4.18)

Mặt khác

‖u(·, 0)− w(·, 0)‖2
Hs(Rn)

=

∫
Rn
|û(·, 0)− ŵ(·, 0)|2(1 + ξ2)sdξ

=

∫
Rn

∣∣∣∣û(·, 0)− F [Sν(u(·, T ))]

Eγ,1(−|ξ|2T γ)

∣∣∣∣2 (1 + ξ2)sdξ
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=

∫
Mνε

∣∣∣∣û(·, 0)− û(·, T )

Eγ,1(−|ξ|2T γ)

∣∣∣∣2 (1 + ξ2)sdξ

+

∫
Qνε

|û(·, 0)|2(1 + ξ2)sdξ

=

∫
Qνε

|û(·, 0)|2(1 + ξ2)sdξ ≤ E2. (4.19)

Từ (4.16), (4.19), và Bổ đề 4.1.2, tồn tại hằng số C8 sao cho

‖u(·, t)− w(·, t)‖ ≤ C8ε
s
s+2E

2
s+2 . (4.20)

Từ (4.20) và Bổ đề 4.2.1, ta có

‖vνε(·, t)− u(·, t)‖ ≤ ‖u(·, t)− w(·, t)‖+ ‖w(·, t)− vνε(·, t)‖
≤ C8ε

s
s+2E

2
s+2 + C4(1 + ν2

ε )ε. (4.21)

Từ (4.18) và (4.21), tồn tại hằng số C2 > 0 sao cho

‖vνε(·, t)− u(·, t)‖ 6 C2ε
s
s+2E

2
s+2 , ∀t ∈ [0, T ].

b) l > 0 : Đặt z(x, t) = u(x, t)− w(x, t), từ (4.16) và (4.19) ta có

‖z(·, 0)‖Hs(Rn) ≤ E

và

‖z(·, T )‖ ≤ (τ + 2)ε.

Do đó

‖z(·, t)‖2
H l(Rn) =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)l|ẑ(ξ, t)|2dξ

≤
∫
Rn

(1 + |ξ|2)l|ẑ(ξ, 0)|2dξ

=

∫
Rn

(
(1 + |ξ|2)

s(l+2)
s+2 |ẑ(ξ, 0)|

2(l+2)
s+2

)(
(1 + |ξ|2)

2(l−s)
s+2 |ẑ(ξ, 0)|

2(s−l)
s+2

)
dξ

≤
(∫

Rn
(1 + |ξ|2)s|ẑ(ξ, 0)|2dξ

) l+2
s+2
(∫

Rn
(1 + |ξ|2)−2|ẑ(ξ, 0)|2dξ

) s−l
s+2

≤ E
2(l+2)
s+2

(∫
Rn

∣∣∣∣ ẑ(ξ, 0)

1 + |ξ|2

∣∣∣∣2 dξ
) s−l

s+2
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≤ E
2(l+2)
s+2

(∫
Rn

∣∣∣∣(1 + T γ)ẑ(ξ, 0)

1 + T γ|ξ|2

∣∣∣∣2 dξ
) s−l

s+2

≤ E
2(l+2)
s+2

(
(Γ(1− γ))2(1 + T γ)2

C2
1

∫
Rn

∣∣Eγ,1(−T γ|ξ|2)ẑ(ξ, 0)
∣∣2 dξ) s−l

s+2

= E
2(l+2)
s+2

(
(Γ(1− γ))2(1 + T γ)2

C2
1

∫
Rn
|ẑ(ξ, T )|2 dξ

) s−l
s+2

≤
(

Γ(1− γ)(1 + T γ)

C1

) 2(s−l)
s+2

E
2(l+2)
s+2 ε

2(s−l)
s+2 . (4.22)

Từ (4.12) và (4.22), ta có

‖u(·, t)− vνε(·, t)‖2
H l(R)

≤ C6(1 + ν2
ε )
l+2ε2 +

(
Γ(1− γ)(1 + T γ)

C1

) 2(s−l)
s+2

E
2(l+2)
s+2 ε

2(s−l)
s+2 . (4.23)

Từ (4.18) và (4.23), tồn tại hằng số C2 sao cho

‖u(·, t)− vνε(·, t)‖H l(R) ≤ C2E
l+2
s+2ε

s−l
s+2 , t ∈ [0, T ].

Định lý được chứng minh.

4.3 Ví dụ số

Trong phần này, chúng tôi minh họa số cho phương pháp chỉnh hóa vừa

đề xuất ở trên. Các ví dụ số này được thực hiện trên máy tính LENOVO,

Microsoft Windows 10 Home với phiên bản MATLAB 2015a.

Để có được dữ liệu chính xác và nhiễu, trước tiên chúng tôi giải quyết

bài toán thuận: 
dγu

dtγ
= ∆u, x ∈ R2, t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = g(x),
(4.24)

với g là hàm cụ thể.

Nghiệm chỉnh hóa của (4.24) là nghiệm của bài toán chỉnh hóa
dγvν

dtγ
= ∆vν, x ∈ R2, t ∈ (0, T ),

vν(x, T ) = Sν(ϕ(x)), x ∈ R2,
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trong đó ν > 0 đạt được bởi quy tắc chọn tham số tiên nghiệm và hậu

nghiệm trong Định lí 4.2.3 và Định lí 4.2.5 tương ứng.

Trong tất cả các ví dụ, chúng tôi đặt γ = 0.8, T = 1 và giải quyết bài

toán (4.24) trên miền Ω = [−10, 10]2 ⊆ R2, được chia thành M(xi, yj) theo

lưới xi, yj ∈ {−10 : h : 10}. Khi đó, dữ kiện rời rạc chính xác U = u(·, T )

và dữ kiện nhiễu rời rạc ϕε = Unoise được tạo ra như sau

Unoise(·) = u(·, T ) + ε
n

‖n‖L2(Ω)
,

trong đó n = randn(size(U)) là ma trận ngẫu nhiên ("randn" là hàm trong

Matlab) và độ lớn ε cho biết mức độ nhiễu được thêm vào dữ liệu.

Thuật toán 4.3.1 Giải thuật tính xấp xỉ tham số chỉnh hóa theo quy quy tắc chọn hậu

nghiệm

Đầu vào: Khởi tạo: k = 0, τ ∈
(

1, ‖ϕ‖
ε

)
và ν = 0 : 2 : 103

1: N = size(ν, 2)

2: for i = 1, 2, 3, . . . , N do

3: νi = ν(i); tg1 = m(νi)

4: if tg1 ≤ τε then

5: break

6: end if

7: end for

Đầu ra: νε = νi

Về quy tắc chọn tham số hậu nghiệm, chúng ta chú ý rằng phương trình

‖vνε(·, T )− ϕ‖ = τε

là tương đương với phương trình

m(νε) := ‖Sνε(ϕ)− ϕ‖ = τε. (4.25)

Vì limν→0+ m(ν) = ‖ϕ‖, limν→+∞m(ν) = 0 và m(·) là đơn điệu giảm, nên

phương trình có nghiệm. Thuật toán 4.3.1 đưa ra phương pháp xấp xỉ

nghiệm của (4.25).

Trong các ví dụ sau, chúng tôi luôn đặt ν1 và ν2 tương ứng với quy

tắc chọn tham số tiên nghiệm và hậu nghiệm. Giá trị của ν2 đạt được bởi

Thuật toán 4.3.1.
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Ví dụ 4.3.1. Xét trường hợp g(x) = e−x
2
1−x22, x = (x1, x2). Đây là hàm

trơn. Với ε = 5.10−3 hoặc 5.10−4, s = 1 và τ = 1.3, ta có

E := ‖u(x, 0)‖Hs(Ω) ≈ 2.17.

Với ε = 5.10−4 ta có ν1 ≈ 16.31, ν2 ≈ 8 và nghiệm chính xác u(x, 0), dữ

kiện nhiễu Unoise và nghiệm phục hồi uνi(x, 0)(i = 1, 2) là minh họa trong

Hình 4.1. Trong đó, uν1(x, 0) là xấp xỉ của u(x, 0) với quy tắc chọn tham

số tiên nghiệm trong Định lý 4.2.3 và uν2(x, 0) là xấp xỉ của u(x, 0) với quy

tắc chọn tham số hậu nghiệm trong Định lý 4.2.5.

Hình 4.1: Nghiệm chính xác u(x, 0), dữ kiện nhiễu Unoise và nghiệm phục hồi vνε(x, 0) với

ε = 5.10−4 đối với hai quy tắc chọn tham số trong Ví dụ 4.3.1.

Hình 4.2 minh họa nghiệm chính xác u(x, 0), Unoise và nghiệm phục hồi

của u(x, 0) với ε = 5.10−3. Trong trường hợp này, ta có ν1 ≈ 7.57, ν2 ≈ 4

với mức nhiễu lớn hơn, tất cả các xấp xỉ của u(x, 0) là ít chính xác hơn so

với những trường hợp trước đó, nhưng vẫn còn chấp nhận được.
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Hình 4.2: Nghiệm chính xác u(x, 0), dữ kiện nhiễu Unoise và nghiệm phục hồi vνε(x, 0) với

ε = 5.10−3 đối với hai quy tắc chọn tham số trong Ví dụ 4.3.1.
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Hình 4.3: Đồ thị của C1(ε, t), C2(ε, t), C3(ε, t), C4(ε, t) với ε ∈ {0.01, 0.001} và t = 0 : 0.1 :

1 trong Ví dụ 4.3.1.
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Bây giờ chúng tôi sẽ minh họa cho tốc độ hội tụ. Để làm điều đó, chúng

tôi định nghĩa

C1(ε, t) =
‖vν1(·, t)− u(·, t)‖

ε
s
s+2E

2
s+2

, (4.26)

C2(ε, t) =
‖vν1(·, t)− u(·, t)‖H l(Ω)

ε
s−l
s+2E

l+2
s+2

, (4.27)

C3(ε, t) =
‖vν2(·, t)− u(·, t)‖

ε
s
s+2E

2
s+2

, (4.28)

C4(ε, t) =
‖vν2(·, t)− u(·, t)‖H l(Ω)

ε
s−l
s+2E

l+2
s+2

. (4.29)

Bởi Định lý 4.2.3, Định lý 4.2.5, với mỗi ε > 0 Ci(ε, t) (i = 1, 2, 3, 4)

là bị chặn đều với mọi t ∈ [0, T ]. Kết quả này được minh họa trong Hình

4.3. Với cả ε = 0.0005 và ε = 0.005 các sai số là tăng khi t gần 0 và tại

0. Từ hình này, chúng ta có thể quan sát tính bị chặn của các hàm này

trên t ∈ [0, 1]. Chúng ta tiếp tục quan sát rằng các hằng số C1 và C2 trong

Định lý 4.2.3, Định lý 4.2.5 nhỏ hơn khi các giá trị của ε đang nhận được

nhỏ hơn.

Tiếp theo, khác với Ví dụ 4.3.1, ta xét hàm g không trơn.

Ví dụ 4.3.2. Xét hàm không trơn: g(x) = e−|x1|−|x2|, x = (x1, x2). Với

ε = 5.10−4 hoặc 5.10−3, s = 1 và τ = 1.3, ta có

E := ‖u(x, 0)‖Hs(Ω) ≈ 1.64.

Hình 4.4 và Hình 4.5 mô tả nghiệm chính xác u(x, 0) với hai mức độ

nhiễu ε = 5.10−4 và ε = 5.10−3. Nghiệm xấp xỉ với quy tắc chọn tham số

tiên nghiệm và hậu nghiệm. Chúng tôi có cùng quan sát như trong Ví dụ

4.3.1, tức là tất cả các nghiệm gần đúng đều chấp nhận được, sai số tăng

khi mức nhiễu tăng. Điều này phù hợp với các kết quả lý thuyết được đưa

ra trong Định lý 4.2.3 và Định lý 4.2.5.

Một lần nữa, Hình 4.6 xác nhận các quan sát của chúng tôi như trong

Ví dụ 4.3.1. Thứ tự của các tốc độ hội tụ có thể đạt được đối với các quy

tắc chọn tham số và các giá trị của Ci tương tự như trong ví dụ trước.
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Hình 4.4: Nghiệm chính xác u(x, 0), dữ kiện nhiễu Unoise và nghiệm phục hồi vνε(x, 0)

with ε = 5.10−4 đối với hai quy tắc chọn tham số trong Ví dụ 4.3.2.
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Hình 4.5: Nghiệm chính xác u(x, 0), dữ kiện nhiễu Unoise và nghiệm phục hồi vνε(x, 0) với

ε = 5.10−3 đối với hai quy tắc lựa chọn tham số trong Ví dụ 4.3.2.
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Hình 4.6: Đồ thị của C1(ε, t), C2(ε, t), C3(ε, t), C4(ε, t) với ε ∈ {0.01, 0.001} và t = 0 : 0.1 :

1 trong Ví dụ 4.3.2.
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4.4 Kết luận Chương 4

Trong chương 4, chúng tôi đã đạt được các kết quả sau:

- Áp dụng phương pháp nhuyễn để chỉnh hóa bài toán (4.1)-(4.2), chứng

minh bài toán chỉnh hóa là đặt chỉnh (Định lý 4.1.3)

- Chỉ ra tốc độ hội tụ dạng Hölder của nghiệm chỉnh hóa về nghiệm chính

xác, theo cả quy tắc chọn tham số tiên nghiệm (Định lý 4.2.3) và hậu

nghiệm (Định lý 4.2.5).

- Đưa ra ví dụ số minh họa cho phần lý thuyết (Ví dụ 4.3.1, Ví dụ 4.3.2).
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KẾT LUẬN CHUNG VÀ KIẾN NGHỊ

Kết luận chung

Luận án nghiên cứu về các đánh giá ổn định và chỉnh hóa cho phương

trình parabolic bậc nguyên và bậc phân thứ ngược thời gian. Các kết quả

đạt được trong luận án này là:

1. Đưa ra đánh giá ổn định cho phương trình parabolic bậc nguyên

nửa tuyến tính với hệ số hằng và nguồn Lipschitz toàn cục (với hằng số

Lipschitz k ≥ 0 tùy ý). Đây là kết quả đầu tiên chỉ cần đòi hỏi tính bị chặn

của nghiệm tại t = 0.

2. Đưa ra đánh giá ổn định và chỉnh hóa Tikhonov có hiệu chỉnh cho

phương trình parabolic bậc nguyên nửa tuyến tính với hệ số phụ thuộc

thời gian và nguồn Lipschitz địa phương.

3. Tổng quát hóa và cải tiến các kết quả của Carasso [14] và Ponomarev

[64] về đánh giá ổn định cho phương trình Bürgers.

4. Chỉnh hóa tiên nghiệm và hậu nghiệm cho phương trình parabolic

bậc phân thứ bằng phương pháp làm nhuyễn. Kết quả này là tổng quát

hóa và cải tiến các kết quả trong [82, 88].
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Kiến nghị

Trong thời gian tới, chúng tôi mong muốn tiếp tục nghiên cứu các vấn

đề sau:

1. Nghiên cứu về đánh giá ổn định cũng như các phương pháp chỉnh

hóa cho phương trình parabolic bậc nguyên phi tuyến trong không gian

Banach.

2. Nghiên cứu về đánh giá ổn định cũng như các phương pháp chỉnh

hóa cho phương trình parabolic bậc phân thứ tuyến tính trong không gian

Banach và bậc phân thứ phi tuyến trong không gian Hilbert.

3. Nghiên cứu bài toán xác định nguồn cho phương trình parabolic.
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