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MỘT SỐ KÝ HIỆU

R tập số thực

R+ tập số thực không âm

R tập số thực mở rộng R ∪ {±∞}
N tập số nguyên không âm

∅ tập rỗng

∃x tồn tại x

∀x với mọi x

f : X → Y ánh xạ đơn trị từ X vào Y

F : X ⇒ Y ánh xạ đa trị từ X vào Y

F−1 : Y ⇒ X ánh xạ ngược của ánh xạ F

graphF đồ thị của ánh xạ F : X ⇒ Y

domF miền hữu hiệu của ánh xạ F : X ⇒ Y

L(X;Y ) là không gian tất cả các toán tử

tuyến tính từ X vào Y

〈z, x〉 giá trị của toán tử tuyến tính z ∈ L(X;Y )

tại x ∈ X
intC phần trong của tập C

x ∈ Rn x là phần tử của Rn được viết dưới dạng

x = (x1, ..., xn) hoặc x =

x1
...
xn


{xi} dãy véctơ

� kết thúc chứng minh
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A := B A được định nghĩa bằng B

(QEP1) bài toán tựa cân bằng loại Minty

(QEP2) bài toán tựa cân bằng loại Stampacchia

(WQEP) bài toán tựa cân bằng yếu

(SQEP) bài toán tựa cân bằng mạnh

(MSQEP) bài toán tựa cân bằng mạnh với nón di động

(MQVI) bất đẳng thức tựa biến phân loại Minty

(SQVI) bất đẳng thức tựa biến phân loại Stampacchia

(BEP) bài toán cân bằng hai mức

(MBEP) bài toán cân bằng hai mức với nón di động

(VIEC) bất đẳng thức biến phân với ràng buộc

cân bằng

(OPEC) bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng

(TNEC) bài toán mạng giao thông với ràng buộc

cân bằng
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MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài

1.1. Tính chất ổn định nghiệm của bài toán liên quan đến tối ưu bao

gồm tính nửa liên tục, liên tục, liên tục Hölder và liên tục Lipschitz là một

trong những chủ đề quan trọng trong lý thuyết tối ưu và ứng dụng. Trong

những thập kỷ gần đây, đã có nhiều công trình nghiên cứu về điều kiện

ổn định nghiệm cho những bài toán liên quan đến tối ưu như bài toán tối

ưu ([47], [74]), bất đẳng thức biến phân ([44]), bài toán cân bằng ([6], [8],

[9]), bài toán quan hệ biến phân ([45]). Chúng ta biết rằng tính ổn định

nghiệm theo nghĩa nào thì dữ liệu bài toán cũng thường phải giả thiết

theo nghĩa đó. Trong thực tế, có nhiều nhiều bài toán mà các giả thiết

chặt quá về dữ liệu không được thỏa mãn. Vì vậy, tính ổn định nghiệm

theo nghĩa nửa liên tục của tập nghiệm được quan tâm nghiên cứu.

1.2. Tính chất hội tụ của tập nghiệm của bài toán liên quan đến tối

ưu theo nghĩa Painlevé-Kuratowski đóng một vai trò quan trọng trong lý

thuyết ổn định nghiệm khi bài toán bị nhiễu bởi dãy các tập ràng buộc

và dãy các hàm mục tiêu. Chủ đề về tính hội tụ của tập nghiệm theo

nghĩa Painlevé-Kuratowski liên quan chặt chẽ đến thuật toán nghiệm và

lý thuyết xấp xỉ. Vì vậy đã có nhiều công trình nghiên cứu về hội tụ

Painlevé-Kuratowski của các tập nghiệm cho các bài toán liên quan đến

tối ưu ([34], [50]). Vì tính quan trọng của chủ đề về hội tụ theo nghĩa

Painlevé-Kuratowski của tập nghiệm cho bài toán cân bằng nói riêng



6

và các bài toán liên quan đến tối ưu nói chung, nên chủ đề này đang

được nhiều nhà toán học trong nước cũng như trên thế giới quan tâm

nghiên cứu.

1.3. Tính đặt chỉnh của một bài toán liên quan đến tối ưu là một

chủ đề quan trọng trong giải tích ổn định của lý thuyết tối ưu. Trong

những năm gần đây, đã có nhiều công trình nghiên cứu về tính đặt chỉnh

cho các lớp bài toán khác nhau như bài toán tối ưu ([55]), bất đẳng thức

biến phân ([31]), bài toán cân bằng ([10], [12], [32], [56]). Gần đây, Anh,

Khanh và Van ([12]) đã thiết lập các điều kiện đủ cho tính đặt chỉnh của

bài toán cân bằng hai mức và bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng với

một số giả thiết của sự tồn tại nghiệm bởi sử dụng tính mức đóng và giả

thiết giả đơn điệu. Tuy nhiên, tính đặt chỉnh và đặt chỉnh tổng quát theo

nghĩa Levitin-Polyak cho bài toán cân bằng mạnh hai mức véctơ và bài

toán mạng giao thông với ràng buộc cân bằng vẫn là chủ đề mở và đang

được nhiều người quan tâm nghiên cứu. Với các lý do như trên, chúng tôi

chọn chủ đề cho luận án là: “Tính liên tục của ánh xạ nghiệm của

bài toán cân bằng ”.

2. Mục đích nghiên cứu

Mục đích của luận án này là thiết lập tính liên tục của ánh xạ nghiệm

cho bài toán tựa cân bằng, khảo sát tính hội tụ theo nghĩa Painlevé-

Kuratowski của tập nghiệm bài toán tựa cân bằng, nghiên cứu tính chất

ổn định nghiệm và tính đặt chỉnh cho bài toán cân bằng hai mức. Ngoài

ra, chúng tôi cũng thiết lập một số mô hình đặc biệt liên quan đến tối ưu

như bất đẳng thức biến phân loại Minty và Stampacchia, bất đẳng thức

biến phân với ràng buộc cân bằng, bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng

và bài toán mạng giao thông với ràng buộc cân bằng.
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3. Đối tượng nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của luận án là một số mô hình liên quan đến

tối ưu như bài toán tựa cân bằng, bất đẳng thức biến phân loại Minty

và Stampacchia, bài toán cân bằng hai mức, bất đẳng thức biến phân với

ràng buộc cân bằng, bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng và bài toán

mạng giao thông với ràng buộc cân bằng.

4. Phạm vi nghiên cứu

Luận án tập trung nghiên cứu tính ổn định nghiệm, tính hội tụ theo

nghĩa Painlevé-Kuratowski và tính đặt chỉnh Levitin-Polyak cho một số

bài cân bằng.

5. Phương pháp nghiên cứu

Trong luận án này, chúng tôi sử dụng phương pháp tiếp cận giải tích

hàm, giải tích biến phân và lý thuyết tối ưu trong quá trình nghiên cứu.

6. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn

Kết quả của luận án góp phần làm phong phú hơn về tính chất ổn

định nghiệm, tính hội tụ Painlevé-Kuratowski và tính đặt chỉnh trong lý

thuyết tối ưu.

Luận án là một tài liệu tham khảo hữu ích cho sinh viên, học viên cao

học và nghiên cứu sinh trong lĩnh vực lý thuyết tối ưu và ứng dụng.

7. Tổng quan và cấu trúc của luận án

7.1. Tổng quan một số vấn đề liên quan đến luận án

Một trong những lớp bài toán quan trọng thu hút được nhiều nhà
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toán học trong nước cũng như trên thế giới trong lý thuyết tối ưu đó là

bài toán cân bằng. Lớp bài toán này chứa nhiều bài toán quan trọng liên

quan đến tối ưu như bài toán bù, bài toán cân bằng Nash, bài toán điểm

bất động và điểm trùng, bài toán mạng giao thông, bài toán tối ưu và bất

đẳng thức biến phân. Trong suốt hai thập kỷ qua, đã có nhiều nhà toán

học nghiên cứu bài toán cân bằng và bài toán liên quan với những chủ đề

khác nhau như tồn tại nghiệm, ổn định nghiệm, hội tụ, đặt chỉnh.

Năm 2004, Mordukhovich ([59]) đã giới thiệu và thiết lập một lớp bài

toán mới liên quan đến tối ưu được gọi là bài toán cân bằng với ràng

buộc cân bằng. Chúng ta có thể coi chúng như là bài toán phân bậc hai

cấp hoặc là bài toán cân bằng hai mức, bài toán này liên quan đến cân

bằng ở cả mức dưới và mức trên. Bài toán này cũng chứa rất nhiều bài

toán như là những trường hợp đặc biệt bao gồm bài toán tối ưu với ràng

buộc bất đẳng thức biến phân ([73]), bài toán quy hoạch toán học với

ràng buộc cân bằng [62], bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng ([17],

[60]). Năm 2010, Maudafi ([61]) đã giới thiệu một lớp bài toán cân bằng

vô hướng hai mức trong không gian Hilbert và nghiên cứu các thuật toán

và sự hội tụ cho bài toán này. Gần đây, Chen, Wan và Cho ([24]), Ding

([28]) đã mở rộng bài toán cân bằng vô hướng hai mức đến bài toán cân

bằng vô hướng hai mức hỗn hợp trong không gian Banach. Họ cũng thiết

lập điều kiện tồn tại của các nghiệm và hội tụ của dãy lặp với một số giả

thiết phù hợp ([20], [25], [29]).

Chúng ta biết rằng, hàm đánh giá lần đầu tiên được giới thiệu bởi

Auslender ([13]) cho bất đẳng thức biến phân vô hướng. Từ đó về sau,

hàm đánh giá đã được nhiều tác giả phát triển và mở rộng cho các bài

toán khác nhau như Fukushima ([35]), Mastroeni ([58]) và Yamashita và

Fukushima ([72]). Một trong những ứng dụng hữu hiệu của hàm đánh giá

là nghiên cứu tính ổn định nghiệm. Năm 1997, Zhao ([74]) đã giới thiệu
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một giả thiết căn bản (H1) cho bài toán tối ưu và chứng tỏ rằng (H1)

là một điều kiện cần và đủ cho tính nửa liên tục dưới Hausdorff của ánh

xạ nghiệm cho bài toán này. Năm 2005, Kien ([47]) cũng nghiên cứu bài

toán tối ưu tương tự như Zhao ([74]) và cũng chứng tỏ (H1) là một điều

kiện cần và đủ cho tính nửa liên tục dưới Hausdorff của ánh xạ nghiệm

cho bài toán này nhưng với giả thiết yếu hơn. Xuất phát từ các ý tưởng

trong công trình ([47], [74]), Li và Chen ([52]), Chen và Li ([22]), Chen,

Li và Fang ([23]) đã giới thiệu hàm đánh giá và giả thiết căn bản (Hg)

cho bất đẳng thức biến phân véctơ và nhận được điều kiện đủ cho tính

nửa liên tục dưới Hausdorff của ánh xạ nghiệm cho bài toán này. Năm

2011, Zhong và Huang ([76]) đã chứng tỏ rằng giả thiết căn bản (Hg) là

một điều kiện cần và đủ cho tính nửa liên tục dưới Hausdorff của ánh xạ

nghiệm cho bất đẳng thức biến phân yếu trong không gian Banach. Gần

đây, phương pháp hàm đánh giá và giả thiết căn bản (Hg) đã được nghiên

cứu bởi Zhong và Huang ([77]) cho bài toán tựa cân bằng yếu. Hiện tại,

chủ đề nghiên cứu tính ổn định nghiệm bằng phương pháp hàm đánh giá

đang thu hút nhiều người nghiên cứu. Vì vậy, trong Chương 1 của luận

án, chúng tôi nghiên cứu về tính liên tục của bài toán tựa cân bằng bằng

việc sử dụng hàm đánh giá và giả thiết căn bản. Đầu tiên, chúng tôi giới

thiệu hàm đánh giá phụ thuộc tham số cho bài toán tựa cân bằng mạnh

và thiết lập tính liên tục của các hàm đánh giá này. Sau đó, trình bày hai

giả thiết căn bản liên quan đến hàm đánh giá và chứng tỏ rằng các giả

thiết này không chỉ là điều kiện cần mà còn là điều kiện đủ cho tính nửa

liên tục dưới Hausdorff và liên tục Hausdorff của ánh xạ nghiệm cho các

bài toán này (Định lý 1.4.6 và Định lý 1.4.7). Cuối cùng, chúng tôi ứng

dụng các kết quả trên cho bất đẳng thức tựa biến phân véctơ loại Minty

và Stampacchia (Hệ quả 1.5.1 và Hệ quả 1.5.3).

Năm 2007, Durea ([30]) đã giới thiệu khái niệm xấp xỉ cực tiểu tập
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trong không gian định chuẩn và thiết lập khái niệm của nghiệm xấp xỉ cho

bài toán cân bằng và nghiên cứu điều kiện ổn định theo nghĩa Painlevé-

Kuratowski đến tập nghiệm xấp xỉ. Năm 2012, Fang và Li ([33]) đã xét

bài toán cân bằng tổng quát được nhiễu bởi một dãy các ánh xạ trong

không gian véctơ tôpô Hausdorff lồi địa phương. Sử dụng giả thiết đơn

điệu chặt, các tác giả đã nghiên cứu tính hội tụ theo nghĩa Painlevé-

Kuratowski cho tập nghiệm hữu hiệu cho bài toán này. Sau đó, Peng và

Yang ([64]), Zhao, Peng và Yang ([75]) đã cải thiện một số điều kiện về

tính đơn điệu chặt đã được áp đặt trong [33] và sử dụng chúng để nghiên

cứu tính hội tụ Painlevé-Kuratowski của tập nghiệm hữu hiệu và hữu

hiệu yếu cho bài toán cân bằng. Gần đây, Li, Lin và Wang ([53]) đã sử

dụng hội tụ liên tục của dãy hàm hai biến và dãy tập thiết lập tính hội

tụ Painlevé-Kuratowski của tập nghiệm xấp xỉ khi chúng được nhiễu bởi

dãy tập và dãy hàm hai biến. Chủ đề về tính hội tụ Painlevé-Kuratowski

cho tập nghiệm của bài toán cân bằng véctơ bằng phương pháp hàm đánh

giá đang rất được quan tâm nghiên cứu. Do đó, trong Chương 2, chúng

tôi sẽ nghiên cứu về sự hội tụ Painlevé-Kuratowski của tập nghiệm bằng

phương pháp hàm đánh giá cho bài toán tựa cân bằng véctơ. Đầu tiên,

chúng tôi giới thiệu dãy hàm đánh giá cho bài toán này và thiết lập tính

liên tục của chúng. Sau đó, chúng tôi khảo sát về tính tụ trên, hội tụ

dưới và hội tụ theo nghĩa Painlevé-Kuratowski của tập nghiệm bài toán

cân bằng bởi sử dụng phương pháp hàm đánh giá (Định lý 2.2.1, Định

lý 2.2.12 và Định lý 2.2.13). Trong phần một áp dụng, chúng tôi nghiên

cứu một trường hợp đặc biệt cho bất đẳng thức tựa biến phân và nhận

được một số kết quả (Hệ quả 2.3.1, Hệ quả 2.3.2 và Hệ quả 2.3.4).

Năm 1966, khái niệm đặt chỉnh lần đầu tiên được giới thiệu bởi

Tikhonov ([69]) cho bài toán tối ưu vô hướng không ràng buộc và được

biết đến như là đặt chỉnh Tikhonov. Khái niệm này trên cơ sở sự tồn
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tại và duy nhất của nghiệm và hội tụ của mỗi dãy xấp xỉ cực tiểu đến

nghiệm duy nhất. Tuy nhiên, trong nhiều tình huống thực tế các dãy xấp

xỉ được thiết lập có thể bị hạn chế. Vì vậy, Levitin và Polyak ([51]) đã

mở rộng khái niệm đặt chỉnh Tikhonov cho bài toán tối ưu ràng buộc và

được biết đến như là khái niệm đặt chỉnh Levitin-Polyak. Từ đó về sau,

đã có nhiều người quan tâm nghiên cứu tính đặt chỉnh Levitin-Polyak cho

các mô hình bài toán khác nhau liên quan đến tối ưu như bài toán tối ưu

([41]), bất đẳng thức biến phân ([42]), bài toán cân bằng ([63]). Gần đây,

Khanh, Plubtieng và Sombut ([46]) đã giới thiệu đặt chỉnh Levitin-Polyak

cho bài toán cân bằng hai mức yếu và bài toán tối ưu với ràng buộc cân

bằng. Sử dụng các tính mức đóng tổng quát, các tác giả đã nghiên cứu

tính đặt chỉnh cho các bài toán này. Tuy nhiên, theo sự hiểu biết của

chúng tôi, tính chất ổn định nghiệm và tính đặt chỉnh cho bài toán cân

bằng hai mức mạnh, bài toán mạng giao thông với ràng buộc cân bằng,

bất đẳng thức biến phân với ràng buộc cân bằng và bài toán tối ưu với

ràng buộc cân bằng đang là vấn đề mở và đang thu hút nhiều người quan

tâm nghiên cứu. Vì vậy, trong Chương 3, chúng tôi sẽ nghiên cứu tính ổn

định nghiệm và tính đặt chỉnh Levitin-Polyak cho các bài toán cân bằng

hai mức mạnh, bài toán mạng giao thông với ràng buộc cân bằng, bất

đẳng thức biến phân với ràng buộc cân bằng và bài toán tối ưu với ràng

buộc cân bằng. Đầu tiên, chúng tôi giới thiệu bài toán cân bằng hai mức

véctơ mạnh và thiết lập các tính chất nửa liên tục và liên tục cho bài

toán này (Định lý 3.1.1, Định lý 3.1.5, Định lý 3.1.8, Định lý 3.1.12 và

Định lý 3.1.14). Sau đó, chúng tôi ứng dụng các kết quả này cho bất đẳng

thức biến phân với ràng buộc cân bằng và bài toán tối ưu với ràng buộc

cân bằng và nhận được các kết quả (Hệ quả 3.1.15 và Hệ quả 3.1.17).

Tiếp theo, chúng tôi giới thiệu bài toán cân bằng hai mức véctơ mạnh

với nón di động. Sau đó, chúng tôi giới thiệu và nghiên cứu các khái niệm
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đặt chỉnh Levitin-Polyak và đặt chỉnh Levitin-Polyak tổng quát cho bài

toán này. Chúng tôi nghiên cứu mối quan hệ của tính đặt chỉnh với tính

nửa liên tục trên của nghiệm xấp xỉ và sự tồn tại nghiệm (Định lý 3.2.8,

Định lý 3.2.9 và Định lý 3.2.10) và mô tả đặc trưng mêtric các đặt chỉnh

Levitin-Polyak và đặt chỉnh Levitin-Polyak tổng quát cho bài toán này

(Định lý 3.2.11). Từ các kết quả chính này, chúng tôi áp dụng cho bài

toán mạng giao thông với ràng buộc cân bằng. Các kết quả thu được là

Hệ quả 3.2.17 và Hệ quả 3.2.18.

7.2. Cấu trúc luận án

Ngoài những ký hiệu thường dùng trong luận án, Mở đầu, Kết luận

chung và kiến nghị, Danh sách các bài báo của tác giả liên quan đến luận

án và Tài liệu tham khảo, nội dung của luận án bao gồm ba chương.

Chương 1 trình bày tính liên tục của ánh xạ nghiệm cho một số bài toán

tựa cân bằng véctơ phụ thuộc tham số. Mục 1.1 trình bày lại một số khái

niệm cơ bản trong giải tích đa trị được sử dụng trong luận án. Mục 1.2

giới thiệu hai bài toán tựa cân bằng véctơ phụ tham số dạng Minty và

Stampacchia. Mục 1.3 dành cho việc thiết lập một số hàm đánh giá cho

bài toán tựa cân bằng và nghiên cứu tính liên tục của chúng. Mục 1.4

nghiên cứu tính nửa liên tục trên, nửa liên tục dưới Hausdorff và liên

tục Hausdorff cho ánh xạ nghiệm cho hai bài toán tựa cân bằng. Mục

1.5 thảo luận một số trường hợp đặc biệt như bất đẳng thức biến phân

loại Minty và Stampacchia. Chương 2 trình bày tính hội tụ theo nghĩa

Painlevé-Kuratowski của tập nghiệm cho bài toán cân bằng yếu. Mục 2.1

trình bày dãy các bài toán tựa cân bằng và thiết lập các dãy hàm đánh

giá và tính liên tục của chúng cho bài toán tựa cân bằng. Mục 2.2 thiết

lập các hội tụ trên, hội tụ dưới và hội tụ theo nghĩa Painlevé-Kuratowski

của tập nghiệm bài toán tựa cân bằng bởi việc sử dụng phương pháp

hàm đánh. Mục 2.3 trình bày các kết quả ứng dụng từ Mục 2.2 cho bất
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đẳng thức biến phân. Chương 3 trình bày tính ổn định nghiệm và tính

đặt chỉnh cho bài toán cân bằng hai mức véctơ. Mục 3.1 thiết lập tính

ổn định nghiệm bao gồm tính nửa liên tục trên, tính nửa liên tục dưới,

tính nửa liên tục dưới Hausdorff, liên tục và liên tục Hausdorff cho bài

toán cân bằng hai mức và ứng dụng cho bất đẳng thức biến phân với ràng

buộc cân bằng, bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng. Mục 3.2 nghiên

cứu tính đặt chỉnh Levitin-Polyak và đặt chỉnh Levitin-Polyak tổng quát

cho bài toán cân bằng hai mức với nón di động và ứng dụng cho bài toán

mạng giao thông với ràng buộc cân bằng.

Các kết quả của luận án đã được trình bày tại Hội thảo Tối ưu và

Tính toán khoa học (Ba vì, Hà Nội, 21-23/4/2016, 20-22/4/2017), Hội

nghị Quốc tế lần thứ 9 về Điểm bất động và tối ưu (KMUTT, Bangkok,

Thailand, 19-22/5/2016), Hội thảo Quốc tế về các xu hướng mới trong

Giải tích biến phân, Tối ưu và Ứng dụng (Quy Nhơn, 7-10/12/2016), Đại

hội Toán học lần thứ 9 (Nha Trang, 14-18/2018), Seminar tổ Giải tích,

Khoa Sư phạm, Đại học Cần Thơ từ năm 2015 đến năm 2018, Seminar

tổ Toán ứng dụng, Đại học Khoa học Tự nhiên TPHCM, Seminar tổ Giải

tích, Viện Sư phạm Tự nhiên, Trường Đại học Vinh. Hầu hết các kết

quả chính của luận án đã được đăng và nhận đăng ở các tạp chí Journal

of Industrial and Management Optimization, Computational and Applied

Mathematics và Positivity.

Nghệ An, ngày ... tháng ... năm 2018

Tác giả

Nguyễn Văn Hưng
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CHƯƠNG 1

TÍNH LIÊN TỤC CỦA ÁNH XẠ NGHIỆM CHO BÀI

TOÁN TỰA CÂN BẰNG

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu về tính liên tục của ánh xạ

nghiệm cho bài toán tựa cân bằng. Đầu tiên, chúng tôi nhắc lại một số

định nghĩa và tính chất cơ bản của giải tích đa trị có liên quan đến luận

án. Tiếp theo, chúng tôi giới thiệu hàm đánh giá phụ thuộc tham số cho

bài toán tựa cân bằng mạnh và thiết lập tính liên tục của các hàm đánh

giá này. Sau đó, chúng tôi trình bày hai giả thiết căn bản liên quan đến

hàm đánh giá và chứng tỏ rằng các giả thiết này là các điều kiện cần và

đủ cho tính nửa liên tục dưới Hausdorff và liên tục Hausdorff của ánh xạ

nghiệm cho các bài toán này. Cuối cùng, trong phần ứng dụng, chúng tôi

nghiên cứu bất đẳng thức tựa biến phân loại Minty và Stampacchia.

1.1 Kiến thức chuẩn bị

1.1.1 Định nghĩa. ([15, p. 1]) Cho X và Y là hai tập, một quy luật cho

tương ứng mỗi điểm x ∈ X với một tập F (x) ⊂ Y được gọi là ánh xạ đa

trị F từ X vào Y, ký hiệu F : X ⇒ Y .

Ánh xạ đa trị còn có tên gọi khác nữa là: hàm đa trị hay ánh xạ điểm

vào tập. Nếu với mỗi x ∈ X tập F (x) chỉ gồm một phần tử của Y thì ta

nói F là ánh xạ đơn trị từ X vào Y .
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Trước khi nghiên cứu sâu hơn, chúng ta làm quen với các định nghĩa

cơ bản liên quan đến ánh xạ đa trị.

1.1.2 Định nghĩa. ([16, Definition 1.3.1]) Cho ánh xạ đa trị F : X ⇒ Y

từ tập X vào tập Y .

(i) Tập domF được gọi là miền hiệu quả của F xác định bởi

domF := {x ∈ X |F (x) 6= ∅}.

(ii) Tập graphF được gọi là đồ thị của ánh xạ đa trị F xác định bởi

graphF :=
{

(x, y) ∈ X × Y | y ∈ F (x)
}
.

(iii) Ánh xạ F−1 : Y ⇒ X được gọi là ánh xạ ngược của F xác định bởi

x ∈ F−1(y)⇔ y ∈ F (x)⇔ (x, y) ∈ graphF.

Ánh xạ đa trị F được gọi là tầm thường nếu domF = ∅ và được gọi

là chặt nếu domF = X.

Bây giờ, chúng ta sẽ nghiên cứu các khái niệm nửa liên tục trên và

nửa liên tục dưới theo nghĩa Berge.

1.1.3 Định nghĩa. ([15, Definitions 1-3]) Giả sử X, Y là hai không gian

tôpô Hausdorff và F : X ⇒ Y là ánh xạ đa trị.

(i) F được gọi là nửa liên tục trên (viết tắt là usc) tại x0 ∈ domF nếu

với mỗi lân cận mở V của F (x0), tồn tại lân cận U của x0 sao cho

F (x) ⊂ V với mọi x ∈ U .

(ii) F được gọi là nửa liên tục dưới (viết tắt là lsc) tại x0 ∈ domF nếu

với mỗi tập mở V ⊂ Y thỏa mãn F (x0) ∩ V 6= ∅, tồn tại lân cận U

của x0 sao cho F (x) ∩ V 6= ∅ với mọi x ∈ U .
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(iii) F được gọi là liên tục tại x0 ∈ domF , nếu F là usc và lsc tại

x0 ∈ domF .

(iv) F được gọi là đóng tại x0 ∈ domF nếu với mỗi lưới {(xα, zα)} ⊂
graphF sao cho (xα, zα)→ (x0, z0), thì z0 ∈ F (x0).

Tiếp theo, chúng ta nghiên cứu các khái niệm nửa liên tục theo nghĩa

Hausdorff.

1.1.4 Định nghĩa. ([74, Definition 1]) Giả sử X là không gian tôpô

Hausdorff, Y là không gian véctơ tôpô Hausdorff và F : X ⇒ Y là ánh

xạ đa trị.

(i) F được gọi là nửa liên tục trên theo Hausdorff (viết tắt là H-usc)

tại x0 ∈ domF nếu với mỗi lân cận B của gốc trong Y , tồn tại một

lân cận U của x0 sao cho F (x) ⊂ F (x0) +B với mọi x ∈ U .

(ii) F được gọi là nửa liên tục dưới theo Hausdorff (viết tắt là H-lsc) tại

x0 ∈ domF nếu với mỗi lân cận B của gốc trong Y , tồn tại một lân

cận U của x0 sao cho F (x0) ⊂ F (x) +B với mọi x ∈ U .

(iii) F được gọi là liên tục Hausdorff tại x0 ∈ domF , nếu F là H-usc và

H-lsc tại x0 ∈ domF .

Nếu một ánh xạ thỏa mãn một tính chất nào đó tại mọi điểm của tập

A ⊂ X, thì ta nói nó thỏa mãn tính chất này trong A. Nếu A = X, ta

bỏ qua “trong X” trong phát biểu.

Sau đây là một số tính chất quan trọng.

1.1.5 Bổ đề. ([6, Proposition 3.1]) Giả sử X, Y là hai không gian véctơ

tôpô Hausdorff và F : X ⇒ Y là ánh xạ đa trị.

(i) Nếu F là usc tại x0 và F (x0) là đóng thì F là đóng tại x0;
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(ii) Nếu F là usc tại x0 thì F là H-usc tại x0. Ngược lại, nếu F là H-usc

tại x0 và nếu F (x0) compắc, thì F là usc tại x0;

(iii) Nếu F là H-lsc tại x0 thì F là lsc. Ngược lại là đúng nếu F (x0) là

compắc;

(iv) F là lsc tại x0 khi và chỉ khi với mọi lưới {xα} ⊂ X hội tụ đến x0

và với mọi y0 ∈ F (x0), tồn tại yα ∈ F (xα) sao cho yα → y0.

1.1.6 Bổ đề. ([44, Lemma 2.1]) Giả sử X, Y là hai không gian tôpô

Hausdorff và F : X ⇒ Y là ánh xạ đa trị. Nếu F có giá trị compắc, thì

F nửa liên tục trên tại x0 khi và chỉ khi với mọi lưới {xα} ⊂ X hội tụ về

x và với mọi lưới {yα} với yα ∈ F (xα), tồn tại y ∈ F (x) và một lưới con

{yβ} của {yα} sao cho yβ → y.

1.1.7 Định nghĩa. ([57, Definition 1.1]) Một tập con khác rỗng C của

không gian véctơ tôpôX được gọi là một nón lồi nếu C+C ⊂ C và λC ⊂
C với mọi λ > 0. Một nón C được gọi là có đỉnh nếu C ∩ (−C) = {0}.

1.1.8 Bổ đề. ([21, Proposition 1.43]) Với mọi e ∈ intC với intC là phần

trong của C, y ∈ Y và hàm vô hướng hóa phi tuyến ξe : Y → R được xác

định bởi ξe(y) := min{r ∈ R | y ∈ re− C}, ta có

(i) ξe là hàm lồi và liên tục trong Y ;

(ii) ξe(y) ≤ r ⇔ y ∈ re− C;

(iii) ξe(y) > r ⇔ y 6∈ re− C.

1.1.9 Định nghĩa. ([65, p. 9-13]) Cho X là một không gian tôpô, một

ánh xạ đơn trị f : X → R được gọi là nửa liên tục dưới (tương ứng, nửa

liên tục trên) nếu với mỗi r ∈ R tập mức {x ∈ X | f(x) ≤ r} (tương

ứng {x ∈ X | f(x) ≥ r}) là đóng. f được gọi là liên tục nếu f là nửa

liên tục dưới và nửa liên tục trên.
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1.1.10 Bổ đề. ([15, Proposition 23]) Cho X và Y là hai không gian tôpô,

nếu F : X ⇒ Y là một ánh xạ đa trị có giá trị compắc và liên tục trong

X và W : X × Y → R là một hàm giá trị thực và liên tục trong X × Y
thì

V (x) := max
y∈F (x)

W (x, y)

liên tục trong X.

1.2 Bài toán tựa cân bằng

Cho X, Y, Z, P là các không gian véctơ tôpô Hausdorff, A ⊂ X,

B ⊂ Y và Γ ⊂ P là các tập con khác rỗng, C là một nón lồi đóng

có đỉnh trong Z với intC 6= ∅. Lấy K : A × Γ ⇒ A, T : A × Γ ⇒ B là

các hàm đa trị và f : A × B × A × Γ → Z là hàm cân bằng, nghĩa là

f(x, t, x, γ) = 0 với mọi x ∈ A, t ∈ B, γ ∈ Γ. Xuất phát từ các mô hình

bất đẳng thức biến phân loại Minty và Stampacchia, chúng ta xét hai bài

toán tựa cân bằng véctơ mạnh sau.

(QEP1) Tìm x ∈ K(x, γ) sao cho

f(x, t, y, γ) ∈ C, ∀y ∈ K(x, γ),∀t ∈ T (y, γ).

(QEP2) Tìm x ∈ K(x, γ) sao cho tồn tại t ∈ T (x, γ) thỏa mãn

f(x, t, y, γ) ∈ C, ∀y ∈ K(x, γ).

Để định hướng cho việc nghiên cứu các bài toán này, chúng ta xét một

số lớp bài toán đặc biệt đã được nghiên cứu bởi nhiều tác giả ([14], [26],

[31], [37], [43], [48]).

(a) Nếu X = Rn, Y = Rm, C = R+ và f(x, z, y, γ) = 〈z, y − x〉, thì
bài toán (QEP1) trở thành bất đẳng thức tựa biến phân vô hướng
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phụ thuộc tham số loại Minty đã được nghiên cứu bởi Lalitha và

Bhatia ([49]).

(b) Nếu X = Rn, Y = Rm, C = R+, K(x, γ) = A, T (x, γ) = T (x),

f(x, z, y, γ) = 〈z, y − x〉, thì bài toán (QEP2) trở thành bất đẳng

thức biến phân loại Stampacchia đã được nghiên cứu bởi Aussel và

Dutta ([14]).

(c) Nếu X, Y là các không gian Banach, K(x, γ) = A, f(x, z, y, γ) =

h(γ, y, y−x) và f(x, z, y, γ) = h(γ, x, y−x), thì các bài toán (QEP1)

và (QEP2) trở về bất đẳng thức biến phân phụ thuộc tham số loại

Minty và Stampacchia (MVI) và (SVI), tương ứng, đã được nghiên

cứu bởi Chen và Wan ([26]), Fang và Hu ([31]).

(d) Nếu C = R+, K(x, γ) = A, f(x, z, y, γ) = 〈z, y − x〉, thì bài toán
(QEP1) và (QEP2) trở thành bất đẳng thức biến phân loại Minty và

Stampacchia đã được nghiên cứu bởi Giannessi ([37]), Kassay ([43]),

Kolumbán, Páles và Komlósi ([48]).

Cho S1, S2 : Γ ⇒ A là các ánh xạ đa trị sao cho với mỗi γ ∈ Γ, S1(γ) và

S2(γ) tương ứng là các tập nghiệm của (QEP1) và (QEP2), nghĩa là

S1(γ) = {x ∈ K(x, γ) | f(x, t, y, γ) ∈ C, ∀y ∈ K(x, γ),∀t ∈ T (y, γ)},

S2(γ) = {x ∈ K(x, γ) | ∃t ∈ T (x, γ) | f(x, t, y, γ) ∈ C, ∀y ∈ K(x, γ)}.

Nói chung, S1(γ) và S2(γ) là khác nhau (được chứng tỏ trong trường

hợp đặc biệt (c) và (d)). Nếu T (z, γ) ≡ T (γ) thì S1(γ) ⊂ S2(γ) với mọi

γ ∈ Γ, z ∈ B. Ví dụ sau chứng tỏ chiều ngược lại không đúng.

1.2.1 Ví dụ. Lấy X = Y = Z = P = R, A = B = [0, 2],Γ = [0, 1],

C = R+, K(x, γ) = [γ, 2], T (x, γ) = [0, 1] và f(x, t, y, γ) = t(x − y)2γ.

Tính toán trực tiếp ta được S1(γ) = {2} và S2(γ) = [γ, 2] với mọi γ ∈ Γ.
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Vì sự tồn tại nghiệm cho bài toán tựa cân bằng đã được nghiên cứu

bởi nhiều tác giả ([18], [38], [39]), do đó trong chương này, chúng ta luôn

giả sử S1(γ) 6= ∅ và S2(γ) 6= ∅ với mỗi γ trong một lân cận của γ0 ∈ Γ.

1.3 Hàm đánh giá cho bài toán tựa cân bằng

Trong mục này, chúng ta giới thiệu các hàm đánh giá cho hai bài toán

(QEP1) và (QEP2) và nghiên cứu một số tính liên tục của chúng. Trong

phần còn lại của mục này, chúng ta vẫn sử dụng các ký hiệu trong Mục 1.2

và luôn giả thiết f là liên tục trong A×B × A× Γ.

1.3.1 Định nghĩa. Hàm g : A × Γ → R được gọi là hàm đánh giá phụ

thuộc tham số cho bài toán (QEP1) ((QEP2), tương ứng), nếu:

(a) g(x, γ) ≥ 0 với mọi x ∈ K(x, γ);

(b) g(x, γ) = 0 khi và chỉ khi x ∈ S1(γ) (x ∈ S2(γ), tương ứng).

Bây giờ, chúng ta giả thiết rằng K và T có giá trị compắc trong một

lân cận của điểm đang xét. Chúng ta định nghĩa hai hàm p : A× Γ→ R
và h : A× Γ→ R như sau

p(x, γ) = max
t∈T (y,γ)

max
y∈K(x,γ)

ξe(−f(x, t, y, γ)), (1.1)

và

h(x, γ) = min
t∈T (x,γ)

max
y∈K(x,γ)

ξe(−f(x, t, y, γ)), (1.2)

trong đó ξe được định nghĩa như trong Bổ đề 1.1.8.

Vì K(x, γ) và T (x, γ) là các tập compắc với mọi (x, γ) ∈ A × Γ, ξe

và f là liên tục, nên p và h xác định.
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1.3.2 Định lý. (i) Hàm p(x, γ) được định nghĩa bởi (1.1) là một hàm

đánh giá phụ thuộc tham số cho bài toán (QEP1).

(ii) Hàm h(x, γ) được định nghĩa bởi (1.2) là một hàm đánh giá phụ

thuộc tham số cho bài toán (QEP2).

Chứng minh. (i) Chúng ta định nghĩa hàm ϕ : E(Γ)×B×Γ→ R, trong
đó E(Γ) = ∪γ∈ΓE(γ) = ∪γ∈Γ{x ∈ A | x ∈ K(x, γ)}, như sau

ϕ(x, t, γ) = max
y∈K(x,γ)

ξe(−f(x, t, y, γ)), x ∈ E(γ), t ∈ B, γ ∈ Γ.

(a) Ta dễ dàng để thấy rằng ϕ(x, t, γ) ≥ 0. Thật vậy, giả sử ngược lại

rằng tồn tại (x0, t0, γ0) ∈ E(γ0)×B × Γ sao cho ϕ(x0, t0, γ0) < 0, khi đó

0 > ϕ(x0, t0, γ0) = max
y∈K(x0,γ0)

ξe(−f(x0, t0, y, γ0))

≥ ξe(−f(x0, t0, y, γ0)),∀y ∈ K(x0, γ0).

Khi y = x0, ta có

ξe(−f(x0, t0, x0, γ0)) = ξe(0) = 0,

điều này vô lý. Do đó,

p(x, γ) = max
t∈T (y,γ)

max
y∈K(x,γ)

ξe(−f(x, t, y, γ)) ≥ 0.

(b) Từ định nghĩa, p(x0, γ0) = 0 khi và chỉ khi với mọi y ∈ K(x0, γ0) và

t ∈ T (y, γ0),

ξe(−f(x0, t, y, γ0)) ≤ 0.

Từ Bổ đề 1.1.8(ii), bất đẳng thức này xác định khi và chỉ khi với mọi

y ∈ K(x0, γ0), t ∈ T (y, γ0),

−f(x0, t, y, γ0) ∈ −C,
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hay

f(x0, t, y, γ0) ∈ C,

nghĩa là, x0 ∈ S1(γ0). Do đó, p là một hàm đánh giá phụ thuộc tham số

cho bài toán (QEP1).

(ii) Chúng ta định nghĩa hàm ψ : E(Γ)×B × Γ→ R như sau

ψ(x, t, γ) = max
y∈K(x,γ)

ξe(−f(x, t, y, γ)), x ∈ E(γ), t ∈ B, γ ∈ Γ.

Lý luận tương tự như trên, ta cũng có ψ(x, t, γ) ≥ 0, (nghĩa là, h(x, γ) ≥ 0),

và h(x0, γ0) = 0 khi và chỉ khi x0 ∈ S2(γ0).

Để minh họa cho hàm đánh giá, ta có ví dụ sau đây:

1.3.3 Ví dụ. Lấy X = Y = Z = R, A = B = [−1, 1], Γ = [0, 1], C =

R+, K(x, γ) = [−1, 1], T (x, γ) = [0, 1] và f(x, t, y, γ) = γy − γx +

yx2 − x3. Tính toán trực tiếp ta có

S1(γ) =

{
{−1, 0}, nếu γ = 0,
{−1}, ngược lại.

Khi đó, ta có

p(x, γ) = max
t∈T (y,γ)

max
y∈K(x,γ)

ξe(−f(x, t, y, γ))

= max
y∈K(x,γ)

(x3 − yx2 + γx− γy)

=x3 + x2 + γx+ γ.

Ta thấy rằng, p(x, γ) thỏa mãn Định nghĩa 1.3.1. Do đó, p(x, γ) là một

hàm đánh giá của (QEP1).

Định lý sau đây đưa ra điều kiện đủ cho hàm đánh giá phụ thuộc

tham số p là liên tục.
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1.3.4 Định lý. Với bài toán (QEP1) và (QEP2), ta giả sử rằng K và T

là liên tục trong A × Γ và có giá trị compắc. Khi đó, p và h là liên tục

trong A× Γ.

Chứng minh. Vì các kỹ thuật chứng minh là tương tự, nên chúng ta chỉ

chứng minh tính liên tục của h. Đầu tiên, chúng ta chứng minh h là nửa

liên tục dưới trong A × Γ. Lấy r ∈ R, {(xα, γα)} ⊂ A × Γ, (xα, γα) →
(x0, γ0) và h(xα, γα) ≤ a với mọi α, ta cần chứng tỏ rằng h(x0, γ0) ≤ r.

Ta có,

h(xα, γα) = min
t∈T (xα,γα)

max
y∈K(xα,γα)

ξe(−f(xα, t, y, γα)) ≤ r,

và do đó,

h(xα, γα) = min
t∈T (xα,γα)

ψ(xα, t, γα),

trong đó ψ được định nghĩa trong Định lý 1.3.2. Vì ξe là liên tục và K

liên tục với giá trị compắc, nên từ Bổ đề 1.1.10, suy ra rằng ψ liên tục.

Từ tính compắc của T (xα, γα), nên tồn tại tα ∈ T (xα, γα) sao cho

h(xα, γα) = min
t∈T (xα,γα)

max
y∈K(xα,γα)

{ξe(−f(xα, t, y, γα))}

= ψ(xα, tα, γα)

= max
y∈K(xα,γα)

{ξe(−f(xα, tα, y, γα)} ≤ r.

Lấy y0 ∈ K(x0, γ0) tùy ý. Vì K là nửa liên tục dưới trong A×Γ, nên tồn

tại yα ∈ K(xα, γα) sao cho yα → y0. Từ yα ∈ K(xα, γα), ta có

ξe(−f(xα, tα, yα, γα)) ≤ r. (1.3)

Vì T là nửa liên tục trên với giá trị compắc, ta có thể giả sử rằng, tồn tại

t0 ∈ T (x0, γ0) sao cho tα → t0. Từ tính liên tục của f và ξe, lấy giới hạn

trong (1.3), ta có

ξe(−f(x0, t0, y0, γ0)) ≤ r. (1.4)
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Vì y0 là tùy ý nên từ (1.4) ta suy ra rằng

ψ(x0, t0, γ0) = max
y∈K(x0,γ0)

ξe(−f(x0, t0, y, γ0)) ≤ r,

với t0 ∈ T (x0, γ0). Do đó,

h(x0, γ0) = min
t∈T (x0,γ0)

max
y∈K(x0,γ0)

ξe(−f(x0, t, y, γ0)) ≤ r.

Điều này chứng tỏ rằng, với r ∈ R, tập mức dưới {(x, γ) | h(x, γ) ≤ r}
là đóng. Vì vậy, h là nửa liên tục dưới trong A× Γ.

Tiếp theo chúng ta sẽ chứng minh rằng h là nửa liên tục trên trong

A × Γ. Thật vậy, lấy r ∈ R, {(xα, γα)} ⊂ A × Γ, (xα, γα) → (x0, γ0) và

h(xα, γα) ≥ r với mọi α. Ta cần chứng tỏ rằng h(x0, γ0) ≥ r. Ta có,

h(xα, γα) = min
t∈T (xα,γα)

max
y∈K(xα,γα)

ξe(−f(xα, t, y, γα)) ≥ r,

và vì vậy,

max
y∈K(xα,γα)

ξe(−f(xα, t, y, γα)) ≥ r,∀t ∈ T (xα, γα). (1.5)

Lấy t0 ∈ T (x0, γ0) tùy ý. Vì T là nửa liên tục dưới trong A× Γ, nên tồn

tại tα ∈ T (xα, γα) sao cho tα → t0. Vì tα ∈ T (xα, γα), ta suy ra từ (1.5)

rằng

max
y∈K(xα,γα)

ξe(−f(xα, tα, y, γα)) ≥ a.

Kết hợp tính compắc của K và tính liên tục của f và ξe, thì tồn tại

yα ∈ K(xα, γα) sao cho

ξe(−f(xα, tα, yα, γα)) = max
y∈K(xα,γα)

ξe(−f(xα, tα, y, γα)) ≥ r. (1.6)

Vì K là nửa liên tục trên với giá trị compắc, ta có thể giả sử rằng yα → y0

với một số y0 ∈ K(x0, γ0) (lấy một lưới con của {yα} nếu cần thiết). Lấy

giới hạn (1.6), ta có

ξe(−f(x0, t0, y0, γ0)) ≥ r,
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và do đó,

max
y∈K(x0,γ0)

ξe(−f(x0, t0, y, γ0)) ≥ r. (1.7)

Vì t0 ∈ T (x0, γ0) là tùy ý, ta suy ra từ (1.7) rằng

h(x0, γ0)) = min
t∈T (x0,γ0)

max
y∈K(x0,γ0)

ξe(−f(x0, t, y, γ0)) ≥ r,

nghĩa là, với mỗi r ∈ R, tập mức trên {(x, γ) | h(x, γ) ≥ r} là đóng. Do

đó, h là nửa liên tục trên trong A× Γ.

1.4 Tính liên tục của ánh xạ nghiệm cho bài toán

tựa cân bằng

Trong mục này, chúng ta nghiên cứu tính nửa liên tục trên, tính nửa

liên tục dưới Hausdorff và tính liên tục Hausdorff của ánh xạ nghiệm cho

bài toán (QEP1) và (QEP2).

1.4.1 Định lý. Với bài toán (QEP1) và (QEP2), ta giả sử rằng A là tập

compắc, K là liên tục trong A và có giá trị compắc và tập mức L≥C0f là

đóng. Khi đó,

(i) S1 là nửa liên tục trên và đóng trong Γ và có giá trị compắc nếu T

là nửa liên tục dưới trong A.

(ii) S2 là nửa liên tục trên và đóng trong Γ và có giá trị compắc nếu T

là nửa liên tục trên trong A và có giá trị compắc.

trong đó, L≥C0f := {(x, t, y, γ) ∈ A×B × A× Γ | f(x, t, y, γ) ∈ C}.

Chứng minh. Chúng ta chỉ chứng minh cho trường hợp (ii). Giả sử ngược

lại rằng S2 là không nửa liên tục trên tại γ0 với γ0 ∈ Γ. Khi đó tồn tại
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một tập mở U , S2(γ0) ⊂ U và một lưới {γα} ⊂ Γ, γα → γ0 sao cho tồn

tại xα ∈ S2(γα) \ U với mọi α. Từ tính compắc của A, ta có thể giả sử

rằng xα hội tụ về x0 với x0 ∈ A. Vì K là liên tục với giá trị compắc, ta

có thể kết luận rằng K là đóng tại (x0, γ0), do đó x0 ∈ K(x0, γ0). Bây

giờ chúng ta chứng tỏ rằng x0 thuộc vào S2(γ0). Giả sử ngược lại rằng

x0 /∈ S2(γ0). Vì xα ∈ S2(γα), tồn tại tα ∈ T (xα, γα) sao cho

f(xα, tα, y, γ0) ∈ C, ∀y ∈ K(xα, γα).

Vì T là nửa liên tục trên tại (x0, γ0) và có giá trị compắc, ta có thể

giả sử rằng tα → t0 với t0 ∈ T (x0, γ0). Do x0 6∈ S1(γ0), nên tồn tại

y0 ∈ K(x0, γ0) sao cho

f(x0, t0, y0, γ0) 6∈ C. (1.8)

Sử dụng tính nửa liên tục dưới của K tại (x0, γ0), tồn tại yα ∈ K(xα, γα)

sao cho yα → y0. Vì yα ∈ K(xα, γα), nên

f(xα, tα, yα, γα) ∈ C. (1.9)

Kết hợp (1.9) và tính đóng của L≥C0f , ta suy ra rằng

f(x0, t0, y0, γ0) ∈ C.

Điều này mâu thuẫn với (1.8). Do đó, x0 ∈ S2(γ0) ⊂ U , điều này không

thể vì xα /∈ U với mọi α. Vì vậy, S2 là nửa liên tục trên trong Γ.

Tiếp theo, chúng ta chứng tỏ S2 là đóng trong Γ. Lấy γ0 ∈ Γ là tùy

ý, và giả sử rằng {γα} ⊂ Γ, xα ∈ S2(γα), (xα, γα)→ (x0, γ0). Bởi lý luận

tương tự như ở trên ta cũng có x0 ∈ S2(γ0), và do đó S2 là đóng trong Γ.

Từ S2 là đóng trong Γ, S2(γ) là một tập con đóng của A với mọi γ ∈ Γ.

Do đó, S2 có giá trị compắc vì A là compắc.

Ví dụ sau đây chứng tỏ rằng tính nửa liên tục trên của K trong Định

lý 1.4.1(i) là cần thiết.
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1.4.2 Ví dụ. Giả sử rằng X = Y = Z = P = R, A = B = [−1, 1],

Γ = [0, 1], C = R+, K(x, γ) = (−γ, 1], T (x, γ) = [0, 1] và f(x, t, y, γ) =

x2 − yx. Ta dễ dàng thấy rằng K là nửa liên tục dưới, T và f là liên

tục, nhưng S1 là không nửa liên tục trên tại 0 (thật vậy, S1(0) = {1} và
S1(γ) = {0, 1} với mọi γ 6= 0), do K là không nửa liên tục trên tại (x, 0).

Ví dụ sau đây chứng tỏ rằng tính nửa liên tục dưới của T trong Định

lý 1.4.1(i) là cần thiết.

1.4.3 Ví dụ. Giả sử X = Y = Z = P = R, A = B = [−1, 1],Γ =

[0, 1], C = R+, K(x, γ) ≡ [0, 1], f(x, t, y, γ) = t(y − x)2γ và

T (x, γ) =

{
[−1, 0], nếu γ = 0,
[0, 1], ngược lại .

Khi đó, tất cả các giả thiết của Định lý 1.4.1(i) là được thỏa mãn ngoại

trừ tính nửa liên tục dưới của T . Tính toán trực tiếp ta có

S1(γ) =

{
{1}, nếu γ = 0,
{0}, ngược lại

và ánh xạ nghiệm này không nửa liên tục trên tại γ = 0.

Ví dụ sau đây chứng tỏ rằng tính đóng của tập mức L≥C0f trong Định

lý 1.4.1(i) là cần thiết.

1.4.4 Ví dụ. Giả sửX = Y = Z = P = R,A = B = Γ = [0, 1], C = R+,

K(x, γ) ≡ [0, 1], T (x, γ) ≡ [0, 1] và

f(x, t, y, γ) =

{
(x− y)2γ, nếu γ = 0,
(y − x)2γ, ngược lại.

Chúng ta thấy rằng tất cả các giả thiết trong Định lý 1.4.1(i) thỏa mãn

ngoại trừ tính đóng của tập mức L≥C0f (thực tế, lấy xn = 0, yn = 1 + 1
n ,

γn = 1
n , khi đó (xn, yn, γn)→ (0, 1, 0) và f(xn, yn, γn) = (1 + 1

n)21/n > 0

nhưng f(0, 1, 0) = −1 < 0). Tính toán trực tiếp ta có S1(0) = {1} và

S1(γ) = {0} với mọi γ 6= 0 và do đó S1 là không nửa liên tục trên tại 0.
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Xuất phát từ ý tưởng của giả thiết (H1) trong [47], [74], (Hg) trong

[23], [52] và (H ′g) trong [77], chúng ta giới thiệu các giả thiết căn bản sau:

(Hp(γ0)) : Với γ0 ∈ Γ và bất kỳ lân cận mở U của gốc trong X, tồn

tại ρ > 0 và một lân cận V (γ0) của γ0 sao cho với mọi γ ∈ V (γ0) và

x ∈ E(γ) \ (S1(γ) + U), ta có p(x, γ) ≥ ρ.

(Hh(γ0)) : Với γ0 ∈ Γ và bất kỳ lân cận mở U của gốc trong X, tồn

tại ρ > 0 và một lân cận V (γ0) của γ0 sao cho với mọi γ ∈ V (γ0) và

x ∈ E(γ) \ (S2(γ) + U), ta có h(x, γ) ≥ ρ.

Mệnh đề sau đây là mô tả đặc trưng của các giả thiết căn bản (Hp(γ0))

và (Hh(γ0)).

1.4.5 Mệnh đề. Giả sử rằng tất cả các điều kiện trong Định lý 1.3.4

được thỏa mãn. Với bất kỳ lân cận mở U của gốc trong X, đặt

ΞU(γ) := inf
x∈E(γ)\(S1(γ)+U)

p(x, γ),

ΘU(γ) := inf
x∈E(γ)\(S2(γ)+U)

h(x, γ).

Khi đó,

(i) (Hp(γ0)) thỏa mãn khi và chỉ khi

lim inf
γ→γ0

ΞU(γ) > 0.

(ii) (Hh(γ0)) thỏa mãn khi và chỉ khi

lim inf
γ→γ0

ΘU(γ) > 0.

Chứng minh. Vì kỹ thuật chứng minh cho hai trường hợp trên là tương

tự, do đó ta chỉ chứng minh cho trường hợp (i). Nếu (Hp(γ0)) thỏa mãn,

khi đó với bất kỳ lân cận mở U của gốc trong X, tồn tại ρ > 0 và một lân

cận V (γ0) của γ0 sao cho với mọi γ ∈ V (γ0) và x ∈ E(γ) \ (S1(γ) + U),
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ta có p(x, γ) ≥ ρ. Điều này kết luận rằng ΞU(γ) ≥ ρ, với mọi γ ∈ V (γ0),

và do đó

lim inf
γ→γ0

ΞU(γ) ≥ ρ > 0.

Ngược lại, với bất kỳ lân cận mở U của gốc trong X, thì

ω = lim inf
γ→γ0

ΞU(γ) > 0,

khi đó tồn tại một lân cận V (γ0) của γ0 sao cho

ΞU(γ) ≥ ρ :=
1

2
ω > 0,

với mọi γ ∈ V (γ0). Do đó, với bất kỳ x ∈ E(γ) \ (S1(γ) + U), ta có

p(x, γ) ≥ ρ > 0,

nghĩa là, (Hp(γ0)) được thỏa mãn.

Bây giờ, chúng ta chứng tỏ giả thiết (Hp(γ0)) và (Hh(γ0)) tương ứng

là điều kiện cần và đủ cho tính nửa liên tục dưới Hausdorff của ánh xạ

nghiệm cho bài toán (QEP1) và (QEP2).

1.4.6 Định lý. Với bài toán (QEP1) và (QEP2), ta giả sử rằng A là

compắc, K và T là liên tục trong A×Γ và có giá trị compắc và f là liên

tục trong A×B × A× Λ. Khi đó,

(i) S1 là nửa liên tục dưới Hausdorff trong Γ khi và chỉ khi (Hp(γ0))

thỏa mãn với mọi γ0 ∈ Γ.

(ii) S2 là nửa liên tục dưới Hausdorff trong Γ khi và chỉ khi (Hh(γ0))

thỏa mãn với mọi γ0 ∈ Γ.

Chứng minh. Vì chứng minh các trường hợp trên là tương tự, do đó chúng

ta chỉ chứng minh cho trường hợp (i). Giả sử ngược lại rằng (Hp(γ0)) thỏa
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mãn, nhưng S1 là không nửa liên tục dưới Hausdorff tại γ0 với γ0 ∈ Γ.

Khi đó, tồn tại một lân cận U của gốc trong X, một lưới {γα} ⊂ Γ với

γα → γ0 và lưới {xα} sao cho

xα ∈ S1(γ0) \ (S1(γα) + U). (1.10)

Bằng việc lý luận tương tự như trong chứng minh của Định lý 1.4.1, ta

suy ra rằng S1(γ0) là compắc, do đó ta có thể giả sử rằng xα → x0 với

x0 ∈ S1(γ0). Vì U là một lân cận của gốc trong X, tồn tại một lân cận

cân mở B0 của gốc trong X, nghĩa là, λB ⊂ B, ∀λ ∈ [−1; 1] sao cho

B0 + B0 + B0 ⊂ U . Từ x0 ∈ S1(γ0), ta có (x0 + B0) ∩ K(x0, γ0) 6= ∅.
Vì K là nửa liên tục dưới tại (x0, γ0), tồn tại một lưới con {(xβ, γβ)}
của {(xα, γα)} sao cho (x0 + B0) ∩ K(xβ, γβ) 6= ∅ với mọi β. Lấy τβ ∈
(x0 + B0) ∩K(xβ, γβ). Chúng ta chứng tỏ rằng τβ 6∈ S1(γβ) + B0. Thật

vậy, giả sử ngược lại rằng tồn tại δβ ∈ S1(γβ) sao cho τβ − δβ ∈ B0. Vì

xβ → x0, ta có thể giả sử rằng xβ − x0 ∈ B0 (có thể lấy một lưới con nếu

cần thiết), vì vậy ta có

xβ − δβ = (xβ − x0) + (x0 − τβ) + (τβ − δβ) ∈ B0 +B0 +B0 ⊂ U.

Điều này suy ra rằng xβ ∈ S1(γβ) + U , mâu thuẫn với (1.10). Vì vậy,

τβ 6∈ S1(γβ) +B0.

Sử dụng giả thiết (Hp(γ0)), tồn tại ρ > 0 sao cho p(τβ, γβ) ≥ ρ. Từ Định

lý 1.3.4, p là liên tục trong A× Γ, do đó

p(x0, γ0) ≥ ρ > 0,

nghĩa là,

p(x0, γ0) = max
t∈T (y,γ0)

max
y∈K(x0,γ0)

ξe(−f(x0, t, y, γ0)) > 0.

Vì vậy, tồn tại y0 ∈ K(x0, γ0) và t0 ∈ T (y0, γ0) sao cho

ξe(−f(x0, t0, y0, γ0)) > 0.
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Từ Bổ đề 1.1.8(iii), ta có

−f(x0, t0, y0, γ0) 6∈ −C,

hay

f(x0, t0, y0, γ0) 6∈ C,

điều này mâu thuẫn với x0 ∈ S1(γ0). Vì vậy, S1 là nửa liên tục dưới

Hausdorff trong Γ.

Ngược lại, giả sử rằng S1 là nửa liên tục dưới Hausdorff tại γ0, nhưng

(Hp(γ0)) là không thỏa mãn với γ0 ∈ Γ. Từ Mệnh đề 1.4.5, tồn tại một

lân cận mở U của gốc trong X sao cho

lim inf
γ→γ0

ΞU(γ) = 0.

Khi đó tồn tại một lưới {γα} ⊂ Γ với γα → γ0 sao cho

lim
γα→γ0

ΞU(γα) = lim
γα→γ0

inf
x∈E(γα)\(S1(γα)+U)

p(x, γα) = 0. (1.11)

DoK là nửa liên tục trên với giá trị compắc và A là compắc, ta suy ra rằng

K là đóng. Vì vậy, với mọi γ ∈ Γ, E(γ) là một tập con đóng của A, nên

E(γ) là compắc. Do đó, với mọi α, E(γα)\(S1(γα)+U) là compắc. Vì p là

liên tục, tồn tại xα ∈ E(γα)\ (S1(γα)+U) thỏa mãn ΞU(γα) = p(xα, γα).

Rõ ràng rằng (1.11) suy ra lim
γα→γ0

p(xα, γα) = 0. Kết hợp tính compắc của

A và giả thiết (i), ta có thể giả sử xα → x0 với x0 ∈ K(x0, γ0). Bởi tính

liên tục của p, ta có p(x0, γ0) = 0 và do đó x0 ∈ S1(γ0). Vì S1 là nửa liên

tục dưới Hausdorff trong Γ, ta có thể tìm một lưới {x′α}, x′α ∈ S1(γα) sao

cho x′α → x0. Vì xα ∈ E(γα) \ (S1(γα) +U), ta suy ra rằng xα− x′α /∈ U .

Vì xα, x
′
α hội tụ về x0. Điều này là vô lý. Ta hoàn thành chứng minh.

Từ các kết quả của Định lý 1.4.1 và Định lý 1.4.6, ta có định lý sau đây.
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1.4.7 Định lý. Giả sử rằng tất cả các điều kiện trong Định lý 1.4.6 là

thỏa mãn. Khi đó,

(i) S1 là liên tục Hausdorff với giá trị compắc trong Γ khi và chỉ khi

(Hp(γ0)) thỏa mãn với mọi γ0 ∈ Γ.

(ii) S2 là liên tục Hausdorff với giá trị compắc trong Γ khi và chỉ khi

(Hh(γ0)) thỏa mãn với mọi γ0 ∈ Γ.

1.5 Áp dụng cho bất đẳng thức tựa biến phân

Vì bài toán cân bằng chứa bài toán tối ưu, bài toán bất đẳng thức biến

phân, bài toán điểm bất động, bài toán bù, bài toán mạng giao thông,...,

nên các kết quả ở các mục ở trên có thể suy ra trực tiếp các kết quả

tương ứng như là các trường hợp đặc biệt. Trong mục này, chúng ta chỉ

xét cho trường hợp đặc biệt của bất đẳng thức tựa biến phân loại Minty

và Stampacchia.

Giả sử X,Z,A,B,C,K, T và các ký hiệu như trong Mục 1.2, L(X;Z)

là không gian các toán tử tuyến tính liên tục từX vào Z và g : A×Γ→ A

là một hàm véctơ. 〈t, x〉 biểu thị giá trị của toán tử tuyến tính t ∈ L(X;Z)

tại x ∈ X. Chúng ta luôn giả sử rằng 〈·, ·〉 : L(X;Z)×X → Z là liên tục.

Với mọi γ ∈ Γ, chúng ta xét hai bất đẳng thức tựa biến phân véctơ

loại Minty và Stampacchia sau.

(MQVI) Tìm x ∈ K(x, γ) sao cho

〈t, y − g(x, γ)〉 ∈ C, ∀y ∈ K(x, γ),∀t ∈ T (y, γ).

(SQVI) Tìm x ∈ K(x, γ) sao cho tồn tại t ∈ T (x, γ) thỏa mãn

〈t, y − g(x, γ)〉 ∈ C, ∀y ∈ K(x, γ).
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Đặt

f(x, t, y, γ) = 〈t, y − g(x, γ)〉, (1.12)

bài toán (MQVI) và (SQVI) tương ứng trở thành các trường hợp đặc biệt

của (QEP1) và (QEP2). Với mỗi γ ∈ Γ, chúng ta ký hiệu Φ(γ) và Ψ(γ)

tương ứng là các tập nghiệm của bài toán (MQVI) và (SQVI). Chúng

ta giả sử rằng các tập nghiệm này là khác rỗng trong một lân cận của

γ0 ∈ Γ.

Các kết quả sau đây được suy ra từ các kết quả chính của Mục 1.4.

1.5.1 Hệ quả. Với bài toán (MQVI) và (SQVI), ta giả sử rằng A là

compắc, K và T là liên tục trong A× Γ và có giá trị compắc và g là liên

tục trong A× Γ. Khi đó,

(i) Φ là nửa liên tục dưới Hausdorff trong Γ khi và chỉ khi (Hp(γ0)) thỏa

mãn với mọi γ0 ∈ Γ.

(ii) Ψ là nửa liên tục dưới Hausdorff trong Γ khi và chỉ khi (Hh(γ0)) thỏa

mãn với mọi γ0 ∈ Γ.

Chứng minh. Kết hợp tính liên tục của g và (1.12), ta suy ra f liên tục.

Ta thấy rằng tất cả các giả thiết của Định lý 1.4.6 là thỏa mãn và do đó

áp dụng định lý này ta nhận được Hệ quả 1.5.1.

1.5.2 Nhận xét. Trong trường hợp đặc biệt, X = Rn, Y = Rm, C = R+,

g(x, γ) = x, bài toán (MQVI) trở về bất đẳng thức tựa biến phân vô

hướng phụ thuộc tham số loại Minty và đã được nghiên cứu trong [49].

Do đó Hệ quả 1.5.1(i) là mở rộng Định lý 4.4 trong [49]. Ngoài ra, giả

thiết (Hp) của chúng tôi là điều kiện cần và đủ cho tính nửa liên tục dưới

Hausdorff của ánh xạ nghiệm cho bài toán (MQVI), trong khi giả thiết

(Hg) trong [49] chỉ là điều kiện đủ.

Cuối cùng, ta có xét tính liên tục Hausdorf của Φ và Ψ.
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1.5.3 Hệ quả. Giả sử rằng tất cả các điều kiện trong Hệ quả 1.5.1 là

thỏa mãn. Khi đó,

(i) Φ là liên tục Hausdorff với giá trị compắc trong Γ khi và chỉ khi

(Hp(γ0)) thỏa mãn với mọi γ0 ∈ Γ.

(ii) Ψ là liên tục Hausdorff với giá trị compắc trong Γ khi và chỉ khi

(Hh(γ0)) thỏa mãn với mọi γ0 ∈ Γ.

1.6 Kết luận Chương 1

Trong Chương 1, chúng tôi đã đạt được những kết quả sau đây:

- Thiết lập được các hàm đánh giá cho các bài toán tựa cân bằng

(QEP1) và (QEP2) (Định nghĩa 1.3.1, Định lý 1.3.2). Sau đó khảo sát

tính liên tục của chúng (Định lý 1.3.4).

- Khảo sát tính nửa liên tục trên cho ánh xạ nghiệm của bài toán

tựa cân bằng (QEP1) và (QEP2) (Định lý 1.4.1). Trên cơ sở hàm đánh

giá, chúng tôi nghiên cứu giả thiết căn bản (Hp(γ0)) và (Hh(γ0)). Sau đó,

chúng tôi chứng tỏ rằng các giả thiết này là điều kiện cần và đủ cho tính

nửa liên tục dưới Hausdorff và liên tục Hausdorff của ánh xạ nghiệm cho

bài toán (QEP1) và (QEP2) (Định lý 1.4.6 và Định lý 1.4.7).

- Từ các kết quả chính trong Mục 1.4. Chúng tôi áp dụng cho bất

đẳng thức tựa biến phân loại Minty và Stampacchia (MQVI) và (SQVI).

Các kết quả thu được là Hệ quả 1.5.1 và Hệ quả 1.5.3.

Các kết quả trên được trích ra từ bài báo:

L. Q. Anh and N. V. Hung (2018), Gap functions and Hausdorff con-

tinuity of solution mappings to parametric strong vector quasiequilibrium

problems, Journal of Industrial and Management Optimization, 14, 65-79.
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CHƯƠNG 2

TÍNH HỘI TỤ CỦA TẬP NGHIỆM CHO BÀI TOÁN TỰA

CÂN BẰNG

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu về tính hội tụ Painlevé-

Kuratowski của tập nghiệm bằng cách sử dụng phương pháp hàm đánh

giá cho bài toán tựa cân bằng véctơ. Đầu tiên, chúng tôi giới thiệu dãy

hàm đánh giá cho bài toán này và thiết lập tính liên tục của chúng. Sau

đó, chúng tôi nghiên cứu tính hội tụ trên, hội tụ dưới và hội tụ theo nghĩa

Painlevé-Kuratowski của tập nghiệm của bài toán này. Trong mục ứng

dụng, chúng tôi nghiên cứu trường hợp đặc biệt cho bất đẳng thức tựa

biến phân.

2.1 Dãy các bài toán tựa cân bằng

Cho X, Y, Z là các không gian mêtric tuyến tính, A ⊂ X,B ⊂ Y

là các tập con compắc. Ta nhắc lại rằng E được gọi là một không gian

mêtric tuyến tính nếu và chỉ nếu nó là một không gian mêtric và không

gian tuyến tính với mêtric d của E là bất biến qua phép chuyển dịch (nghĩa

là, d(x+ z, y+ z) = d(x, y) với mọi x, y, z ∈ E và bất kỳ dãy hội tụ {λm}
trong R và {xm} trong E , ta có lim

m→∞
(λmxm) = ( lim

m→∞
λm)( lim

m→∞
xm)). Lấy

K : A ⇒ A, T : A ⇒ B là các ánh xạ đa trị và f : A × B × A → Z là

ánh xạ đơn trị, C : A⇒ Z là ánh xạ đa trị sao cho với mọi x ∈ A, C(x)
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là một nón lồi đóng trong Z với intC(x) 6= ∅. Chúng ta xét bài toán tựa

cân bằng tổng quát yếu sau đây.

(WQEP) Tìm x̄ ∈ K(x̄) sao cho tồn tại z ∈ T (x̄) thỏa mãn

f(x̄, z, y) ∈ Z \ −intC(x̄),∀y ∈ K(x̄).

Với các dãy của các ánh xạ đa trị Kn : A ⇒ A, Tn : A ⇒ B và ánh

xạ đơn trị fn : A× B ×A→ Z với n ∈ N \ {0}, ta xét dãy các bài toán

tựa cân bằng tổng quát yếu sau đây.

(WQEP)n Tìm x̄ ∈ Kn(x̄) sao cho tồn tại z ∈ Tn(x̄) thỏa mãn

fn(x̄, z, y) ∈ Z \ −intC(x̄),∀y ∈ Kn(x̄).

Ký hiệu S(f, T,K) và S(fn, Tn, Kn) tương ứng là các tập nghiệm của

bài toán (WQEP) và (WQEP)n, nghĩa là

S(f, T,K) :={x̄ ∈ K(x̄) | ∃z ∈ T (x̄) sao cho

f(x̄, z, y) ∈ Z \ −intC(x̄),∀y ∈ K(x̄)},

S(fn, Tn, Kn) :={x̄ ∈ Kn(x̄) | ∃z ∈ Tn(x̄) sao cho

fn(x̄, z, y) ∈ Z \ −intC(x̄),∀y ∈ Kn(x̄)}.

Vì sự tồn tại nghiệm cho bài toán (WQEP) đã được nhiều tác giả nghiên

cứu ([18], [38], [39]), nên ta luôn giả sử tập nghiệm của (WQEP) là

khác rỗng.

Để minh họa cho sự tổng quát hóa bài toán (WQEP) và (WQEP)n,

chúng ta giới thiệu một số trường hợp đặc biệt sau:

(a) Nếu X là một không gian Banach, Z = R, Y = X∗ với X∗ là

không gian đối ngẫu của X, K(x) ≡ A, Kn(x) ≡ An, C(x) ≡ R+,

f(x, z, y) = fn(x, z, y) = 〈z, y − x〉, trong đó A và An là các tập
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con lồi đóng khác rỗng của X. Khi đó, bài toán tựa cân bằng tổng

quát trở thành bài toán bất đẳng thức biến phân tổng quát đã được

nghiên cứu bởi Lignola và Morgan ([54]).

(b) Nếu X ≡ Z, Y là các không gian định chuẩn và C(x) ≡ C, T (x) =

{x}, trong đó C là nón lồi đóng với phần trong khác rỗng, K(x) =

Kn(x) ≡ A. Khi đó, bài toán tựa cân bằng tổng quát trở thành bài

toán cân bằng đã được nghiên cứu bởi Fang và Li ([33]), Peng và

Yang ([64]).

(c) Nếu lấy X ≡ Z và Y là các không gian định chuẩn, C(x) ≡ C,

T (x) = {x}, K(x) ≡ A, Kn(x) = An, f(x, z, y) = ϕ(y) − ϕ(x),

fn(x, z, y) = ϕn(y) − ϕn(x), trong đó ϕ, ϕn là ánh xạ từ A vào Y

và A, An là các tập con lồi đóng khác rỗng của X. Khi đó, bài toán

tựa cân bằng tổng quát trở thành bài toán tối ưu đã được nghiên

cứu bởi Lalitha và Chatterjee ([50]).

Sau đây chúng ta nhắc lại một số khái niệm liên quan đến sự hội tụ

của dãy tập và dãy hàm ([16], [30], [65], [71]).

2.1.1 Định nghĩa. ([30, Definition 3.1]) Một dãy các tập {Dn}, Dn ⊂ X

được gọi là hội tụ trên (hội tụ dưới) theo nghĩa Painlevé-Kuratowski đến

D nếu lim sup
n→∞

Dn ⊂ D (D ⊂ lim inf
n→∞

Dn, tương ứng). {Dn} được gọi là

hội tụ theo nghĩa Painlevé-Kuratowski đến D nếu lim sup
n→∞

Dn ⊂ D ⊂

lim inf
n→∞

Dn, trong đó

lim inf
n→∞

Dn :={x ∈ X | x = lim
n→∞

xn, xn ∈ Dn với n đủ lớn},

lim sup
n→∞

Dn :={x ∈ X | x = lim
k→∞

xnk, xnk ∈ Dnk,

{xnk} là một dãy con của {xn}}.

2.1.2 Định nghĩa. ([65, Definition 5.4]) Một ánh xạ đa trị G : X ⇒ Y là

nửa liên tục ngoài (nửa liên tục trong) tại x0 nếu lim sup
x→x0

G(x) ⊂ G(x0)
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(lim inf
x→x0

G(x) ⊃ G(x0), tương ứng), trong đó

lim sup
x→x0

G(x) :=
⋃

xn→x0

lim sup
n→∞

G(xn)

:={y ∈ Y | ∃xn → x0,∃yn ∈ G(xn), yn → y},

lim inf
x→x0

G(x) :=
⋂

xn→x0

lim inf
n→∞

G(xn)

:={y ∈ Y | ∀xn → x0,∃yn ∈ G(xn), yn → y}.

Ánh xạ đa trị G được gọi là liên tục tại x0 nếu G là nửa liên tục ngoài

và nửa liên tục trong tại x0.

2.1.3 Định nghĩa. ([50, Definition 2.3]) Một dãy các ánh xạ đơn trị

{fn}, fn : X → Y được gọi là hội tụ liên tục đến ánh xạ f : X → Y tại

x0 nếu lim
n→∞

fn(xn) = f(x0) với mọi xn → x0.

2.1.4 Định nghĩa. ([34, Definition 2.3]) Cho {Gn}, Gn : X ⇒ Y là

một dãy các ánh xạ đa trị và G : X ⇒ Y là một ánh xạ đa trị.

{Gn} được gọi là hội tụ liên tục ngoài (hội tụ liên tục trong) đến G

tại x0 nếu lim sup
n→∞

Gn(xn) ⊂ G(x0) (G(x0) ⊂ lim inf
n→∞

Gn(xn), tương ứng)

với mọi xn → x0. {Gn} được gọi là hội tụ liên tục đến G tại x0 nếu

lim sup
n→∞

Gn(xn) ⊂ G(x0) ⊂ lim inf
n→∞

Gn(xn) với mọi xn → x0.

2.1.5 Bổ đề. ([21, Proposition 1.54]) Giả sử X và Z là hai không gian

véctơ tôpô Hausdorff lồi địa phương, C : X ⇒ Z là ánh xạ đa trị sao cho

với bất kỳ x ∈ X,C(x) là một nón lồi, đóng trong Z với intC(x) 6= ∅.
Giả sử e : X → Z là lát cắt liên tục của ánh xạ đa trị intC(·) (nghĩa là

e(x) ∈ intC(x)). Xét ánh xạ đa trị V : X ⇒ Z bởi V (x) = Z \ intC(x)

với mọi x ∈ X. Khi đó, hàm vô hướng hóa phi tuyến ξe : X × Z → R
được định nghĩa bởi ξe(x, y) := inf{r ∈ R | y ∈ re(x) − C(x)} với mọi

(x, y) ∈ X × Z có các tính chất sau:

(i) ξe(x, y) < r ⇔ y ∈ re(x)− intC(x);
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(ii) ξe(x, y) ≥ r ⇔ y 6∈ re(x)− intC(x);

(iii) Nếu V và C là nửa liên tục trên, thì ξe là liên tục.

Bây giờ, chúng ta nghiên cứu về hàm đánh giá cho bài toán (WQEP)

và (WQEP)n.

2.1.6 Định nghĩa. Hàm q : A → R được gọi là hàm đánh giá cho bài

toán (WQEP) ((WQEP)n, tương ứng), nếu:

(a) q(x) ≥ 0 với mọi x ∈ K(x);

(b) q(x) = 0 khi và chỉ khi x ∈ S(f, T,K) (x ∈ S(fn, Tn, Kn), tương ứng).

Giả sử rằng K,Kn, T, Tn có giá trị compắc và f, fn là liên tục. Để

thuận tiện trong việc trình bày chúng ta ký hiệu K0 := K, T0 := T ,

f0 := f . Với n ∈ N, hàm hn : A→ R được xác định bởi

hn(x) = min
z∈Tn(x)

max
y∈Kn(x)

{−ξe(x, fn(x, z, y))}. (2.1)

Chúng ta giả sử rằng fn là các ánh xạ cân bằng, nghĩa là, fn(x, z, x) = 0

với mọi x ∈ A và n ∈ N.

2.1.7 Mệnh đề. Với mỗi n ∈ N, hàm hn(x) được định nghĩa bởi (2.1)

là một hàm đánh giá cho bài toán (WQEP)n

Chứng minh. (i) Với mỗi n ∈ N, ta xác định hàm ϕn : A×B → R bởi

ϕn(x, z) = max
y∈Kn(x)

{−ξe(x, fn(x, z, y))},∀(x, z) ∈ A×B.

Đầu tiên, chúng ta chứng tỏ rằng ϕn(x, z) ≥ 0 với mọi x ∈ Kn(x) và

z ∈ Tn(x). Thật vậy, nếu tồn tại x ∈ Kn(x) và z ∈ Tn(x) sao cho

ϕn(x, z) < 0, thì

0 > ϕn(x, z) = max
y∈Kn(x)

{−ξe(x, fn(x, z, y))}

≥ −ξe(x, fn(x, z, y)),∀y ∈ Kn(x).
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Khi y = x ∈ Kn(x), ta có

ξe(x, fn(x, z, x)) = ξe(x, 0) = inf{r ∈ R | 0 ∈ re(x)− C(x)}

= inf{r ∈ R | −re(x) ∈ −C(x)}

= inf{r ∈ R | r ≥ 0} = 0,

điều này là không thể, do đó ϕn(x, z) ≥ 0 với mọi x ∈ Kn(x) và z ∈ Tn(x).

Vì vậy, với mọi x ∈ K(x), hn(x) = min
z∈Tn(x)

ϕn(x, z) ≥ 0.

(ii) Lấy x ∈ Kn(x). Rõ ràng rằng hn(x) = 0 khi và chỉ khi tồn

tại z ∈ Tn(x) sao cho ϕn(x, z) = 0, nghĩa là, với mọi y ∈ Kn(x),

ξe(x, fn(x, z, y)) ≥ 0, điều này tương đương với

fn(x, zn, y) ∈ Y \ −intC(x),∀y ∈ Kn(x), (do Bổ đề 2.1.5 (ii)).

Vì vậy, x ∈ S(fn, Tn, Kn).

Tiếp theo, chúng ta xét một tính chất quan trọng của hàm đánh giá.

2.1.8 Mệnh đề. Với n ∈ N và bài toán (WQEP) và (WQEP)n, ta giả

sử rằng

(i) Kn và Tn là liên tục với giá trị compắc;

(ii) V , C là nửa liên tục trên và e là liên tục, (trong đó, V,C và e được

định nghĩa như trong Bổ đề 2.1.5).

Khi đó, hn được định nghĩa bởi (2.1) là liên tục.

Chứng minh. Với mỗi n ∈ N, đầu tiên ta chứng minh hn là nửa liên tục

dưới. Lấy r ∈ R và một dãy {xk} ⊂ A thỏa mãn hn(xk) ≤ r với mọi k,

và xk → x0 khi k → ∞. Ta chứng minh rằng hn(x0) ≤ r. Ta có hn(xk)

= min
z∈Tn(xk)

ϕn(xk, z) ≤ r với mọi k ∈ N. Vì ξe là liên tục và Kn là liên tục
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với giá trị compắc, từ Bổ đề 1.1.10, suy ra rằng ϕn là liên tục. Từ tính

compắc của Tn(xk), tồn tại zk ∈ Tn(xk) sao cho

hn(xk) = ϕn(xk, zk) = max
y∈Kn(xk)

{−ξe(xk, fn(xk, zk, y))} ≤ r.

Với bất kỳ y0 ∈ Kn(x0), vì Kn là nửa liên tục dưới, nên tồn tại yk ∈
Kn(xk) sao cho yk → y0. Từ tính liên tục của ξe, ta nhận được

ϕn(x0, z) = max
y∈Kn(x0)

{−ξe(x0, fn(x0, z, y))} ≤ r. (2.2)

Từ Tn là nửa liên tục trên với giá trị compắc, ta có thể giả sử rằng {zk}
hội tụ đến z0 với z0 ∈ Tn(x0). Vì vậy,

hn(x0) = min
z∈Tn(x0)

max
y∈Kn(x0)

{−ξe(x0, fn(x0, z, y))} ≤ r,

nghĩa là, tập mức {x ∈ A | hn(x) ≤ r} là đóng. Do đó, hn là nửa liên tục

dưới.

Cuối cùng, chúng ta chứng tỏ rằng hn là nửa liên tục trên. Lấy r ∈ R
tùy ý và một dãy {xk} ⊂ A thỏa mãn hn(xk) ≥ r với mọi k và xk → x0

khi k →∞. Khi đó, với mọi z ∈ Tn(xk), ta có

ϕn(xk, z) = max
y∈Kn(xk)

{−ξe(xk, fn(xk, z, y))} ≥ r.

Từ tính compắc của Kn(xk) và tính liên tục của ξe, tồn tại yk ∈ Kn(xk)

sao cho

ϕn(xk, z) = −ξe(xk, fn(xk, z, yk)) ≥ r,∀z ∈ Tn(xk). (2.3)

Vì Kn là nửa liên tục trên với giá trị compắc, nên ta có thể giả sử rằng

{yk} hội tụ về y0 ∈ Kn(x0). Lấy z0 ∈ Tn(x0) là tùy ý. Vì Tn là nửa liên

tục dưới, tồn tại zk ∈ Tn(xk) hội tụ về z0 khi k →∞. Kết hợp tính liên

tục của ξe và (2.3), ta có

−ξe(x0, fn(x0, z0, y0)) ≥ r,
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và do đó

hn(x0) = min
z∈Tn(x0)

ϕ(x0, z)

= min
z∈Tn(x0)

max
y∈Kn(x0)

{−ξe(x0, fn(x0, z, y))} ≥ r.

Từ đó ta có điều phải chứng minh.

Để kết thúc mục này, chúng ta nghiên cứu tính compắc của tập nghiệm

cho các bài toán (WQEP) và (WQEP)n. Cho W : A ⇒ Z xác định bởi

W (x) := Z \ −intC(x) với mọi x ∈ A.

2.1.9 Mệnh đề. Với mỗi n ∈ N và bài toán (WQEP) và (WQEP)n, ta

giả sử rằng

(i) Kn là liên tục với giá trị compắc;

(ii) Tn là nửa liên tục trên với giá trị compắc;

(iii) W là đóng.

Khi đó, S(fn, Tn, Kn) là compắc.

Chứng minh. Với mỗi n ∈ N. Vì A là compắc, ta chỉ cần chứng minh

S(fn, Tn, Kn) là một tập đóng. Lấy {xk}, xk ∈ S(fn, Tn, Kn) với xk → x0.

Do Kn là nửa liên tục trên với giá trị compắc nên ta có x0 ∈ Kn(x0). Từ

xk ∈ S(fn, Tn, Kn), tồn tại zk ∈ Tn(xk) sao cho fn(xk, zk, y) ∈ W (xk) với

mọi y ∈ Kn(xk). Vì Tn là nửa liên tục trên với giá trị compắc, nên ta có

thể giả sử rằng {zk} hội tụ đến z0 ∈ Tn(x0). Với mọi y0 ∈ Kn(x0), bởi tính

nửa liên tục dưới của Kn, tồn tại yk ∈ Kn(xk) sao cho ynk → y0. Từ điều

kiện (iii), ta có fn(x0, z0, y0) ∈ W (x0), nghĩa là, x0 ∈ S(fn, Tn, Kn).
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2.2 Tính hội tụ của tập nghiệm cho bài toán tựa

cân bằng

Đầu tiên, chúng ta sẽ nghiên cứu tính hội tụ trên của các tập nghiệm

cho bài toán (WQEP) và (WQEP)n.

2.2.1 Định lý. Với bài toán (WQEP) và (WQEP)n, ta giả sử rằng

(i) {Kn} hội tụ liên tục đến K;

(ii) {Tn} hội tụ liên tục ngoài đến T ;

(iii) {fn} hội tụ liên tục đến f ;

(iv) W là đóng.

Khi đó, lim sup
n→∞

S(fn, Tn, Kn) ⊂ S(f, T,K).

Chứng minh. Giả sử ngược lại rằng lim sup
n→∞

S(fn, Tn, Kn) 6⊂ S(f, T,K),

nghĩa là, tồn tại x0 ∈ lim sup
n→∞

S(fn, Tn, Kn), nhưng x0 6∈ S(f, T,K). Vì

x0 ∈ lim sup
n→∞

S(fn, Tn, Kn), tồn tại một dãy con {xnk}, xnk ∈ S(fnk, Tnk, Knk),

xnk → x0. Khi đó, có một dãy znk ∈ Tnk(xnk) sao cho

fnk(xnk, znk, y) ∈ W (xnk),∀y ∈ Knk(xnk). (2.4)

Vì {Tn} hội tụ liên tục ngoài đến T , ta có thể giả sử rằng znk → z0 ∈
T (x0). Với mọi y0 ∈ K(x0), vì {Kn} hội tụ liên tục trong đến K, tồn tại

một dãy {ynk}, ynk ∈ Knk(xnk) hội tụ đến y0. Do {Kn} hội tục liên tục

ngoài đến K, nên ta có x0 ∈ K(x0). Kết hợp (2.4) và tính đóng của W ,

ta suy ra rằng

f(x0, z0, y0) ∈ W (x0),

nghĩa là, x0 ∈ S(f, T,K). Điều này là không thể. Vì vậy ta có điều phải

chứng minh.
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Ví dụ sau đây chứng tỏ rằng tính hội tụ liên tục của Kn trong Định

lý 2.2.1 là cần thiết.

2.2.2 Ví dụ. Lấy X = Y = Z = R, A = [−1, 1], B = [−3, 3], C(x) =

R+, e(x) ≡ 1, K(x) = [−1, 0], T (x) = [1
2 , 1 + x2], Kn(x) = [− 1

n ,
1
n ],

Tn(x) = [1
2 , 1 + x2], f(x, z, y) = z(y − x) và fn(x, z, y) = (z + 1

n)(y − x).

Rõ ràng rằng S(f, T,K) = {−1} và S(fn, Tn, Kn) = {− 1
n}. Ta thấy

rằng các giả thiết (ii)-(iv) của Định lý 2.2.1 là thỏa mãn. Tuy nhiên,

{0} = lim sup
n→∞

S(fn, Tn, Kn) 6⊂ S(f, T,K) = {−1}. Do {Kn} chỉ hội tụ

liên tục ngoài đến K, nhưng {Kn} không hội tụ liên tục trong đến K.

Ví dụ sau đây chứng tỏ rằng tính hội tụ liên tục ngoài của Tn trong

Định lý 2.2.1 là cần thiết.

2.2.3 Ví dụ. Lấy X = Y = Z = R, C(x) = R+, A = [0, 1], B = [−2, 2],

e(x) ≡ 1, K(x) = [0, 1], T (x) = [1, 1+x2], Kn(x) = [0, 1], Tn(x) = [−1−
1
n , 1+x2], f(x, z, y) = z(y−x), và fn(x, z, y) = (z+ 1

n)(y−x). Rõ ràng các

điều kiện (i), (iii), (iv) của Định lý 2.2.1 thỏa mãn, và S(f, T,K) = {0},
S(fn, Tn, Kn) = [0, 1], do đó lim sup

n→∞
S(fn, Tn, Kn) 6⊂ S(f, T,K). Vì {Tn}

không hội tụ liên tục ngoài đến T .

Ví dụ sau đây chứng tỏ rằng tính hội tụ liên tục của fn trong Định

lý 2.2.1 là cần thiết.

2.2.4 Ví dụ. Lấy X = Z = R, Y = R2, A = [0, 1], B = [0, 3], C(x) =

R2
+, e(x) ≡ 1, K(x) = [0, 1], T (x) = [0, 2sinx], Kn(x) = [0, 1], Tn(x) =

[0, 2sinx], f(x, z, y) = (1−x, 1
2−x)(y2z2+1), và fn(x, z, y) = (1−x,− 1

n+
x
n)(y2z2 +1). Ta thấy rằng các giả thiết (i),(ii),(iv) của Định lý 2.2.1 thỏa

mãn. Tính toán trực tiếp ta có S(f, T,K) = [0, 1
2 ] và S(fn, Tn, Kn) =

{1}. Do đó lim sup
n→∞

S(fn, Tn, Kn) 6⊂ S(f, T,K). Do giả thiết (iii) không

thỏa mãn.
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Ví dụ sau đây minh họa cho tất cả các giả thiết trong Định lý 2.2.1

thỏa mãn.

2.2.5 Ví dụ. Lấy X = Y = Z = R, A = [−3, 3], B = [0, 4], C(x) =

R+, K(x) = [−1, 3], e(x) ≡ 1, T (x) = {2sin(x2)+1}, Kn(x) = [−1− 1
n , 3 +

1
n ], Tn(x) = {2sin(x2)+1}, f(x, z, y) = z(y2+1)(3−2x−x2) và fn(x, z, y) =

z(y2 + 1)(3 − 2(x − 1
n) − (x − 1

n)2). Ta thấy rằng tất cả các giả thiết

trong Định lý 2.2.1 là thỏa mãn và S(f, T,K) = [−1, 1], S(fn, Tn, Kn) =

[−1− 1
n , 1 + 1

n ]. Do đó, lim sup
n→∞

S(fn, Tn, Kn) = S(f, T,K).

2.2.6 Nhận xét. Nếu X ≡ Y , A = B, Cn(x) ≡ Cn, Tn(x) ≡ {x},
e(x) = e, thì bài toán (WQEP) trở về bài toán (GKF) đã được nghiên

cứu trong [53]. Trong trường hợp này, Định lý 2.2.1 là một mở rộng của

Định lý 3.1 và Định lý 3.2 trong [53].

Tiếp theo, chúng ta giới thiệu một giả thiết căn bản và nghiên cứu

tính hội tụ Painlevé-Kuratowski của tập nghiệm cho bài toán (WQEP)

và (WQEP)n.

(Hh): Với bất kỳ một lân cận U của gốc trong X, tồn tại α ∈ (0,+∞) và

n0 ∈ N sao cho hn(x) ≥ α với mọi n ≥ n0 và x ∈ Kn(x)\(S(fn, Tn, Kn)+ U).

Để minh họa cho giả thiết (Hh), ta đưa ra ví dụ sau.

2.2.7 Ví dụ. Lấy X = Y = Z = R, A = B = [0, 2], C(x) = R+,

Kn(x) = [0, 1], T (x) = {1}, Tn(x) = {1 + 1
n}, e(x) ≡ 1 và fn(x, z, y) =

z(y − x). Tính toán ta được S(fn, Tn, Kn) = {0}. Ta có

hn(x) = min
z∈Tn(x)

max
y∈Kn(x)

{−ξe(x, fn(x, z, y))}

= max
y∈Kn(x)

{(1 +
1

n
)(x− y)} = (1 +

1

n
)x.

Bây giờ, chúng ta chứng tỏ rằng (Hh) là được thỏa mãn. Thật vậy, với
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bất kỳ U = (−ε, ε) 3 0 và x ∈ Kn(x) \ (S(fn, Tn, Kn) + U) = [ε, 1]. Lấy

n0 := 1 và α := ε, khi đó hn(x) = (1 + 1
n)x ≥ α với mọi n ≥ n0.

2.2.8 Bổ đề. Giả sử tất cả các giả thiết của Mệnh đề 2.1.8 là thỏa mãn

và giả thiết thêm rằng

(i) Kn có giá trị compắc và {Kn} hội tụ liên tục đến K;

(ii) Tn có giá trị compắc và {Tn} hội tụ liên tục đến T ;

(iii) {fn} hội tụ liên tục đến f ;

(iv) V , C là nửa liên tục trên.

Khi đó, với bất kỳ δ > 0, x0 ∈ K(x0) và dãy {xn} với xn ∈ Kn(xn)

và xn → x0, tồn tại một dãy con {xnk} của {xn} và n0 ∈ N sao cho

hnk(xnk) + δ ≥ h(x0) ≥ hnk(xnk)− δ với mọi nk ≥ n0.

Chứng minh. Với n ∈ N, đặt

ϕn(x, z) = max
y∈Kn(x)

{−ξe(x, fn(x, z, y))}, x ∈ Kn(x), z ∈ Tn(x).

Lập luận tương tự như trong chứng minh của Mệnh đề 2.1.8, tồn tại

zn ∈ T (xn) sao cho

hn(xn) = min
z∈Tn(xn)

max
y∈Kn(xn)

{−ξe(xn, fn(xn, z, y))} = ϕn(xn, zn).

Bởi tính compắc của A và giả thiết (ii), nên tồn tại một dãy con {znk}
hội tụ đến z0 ∈ T (x0). Bởi tính compắc của K(x0) và tính liên tục của

f , nên tồn tại y0 ∈ K(x0) sao cho

max
y∈K(x0)

{−ξe(x0, f(x0, z0, y))} = −ξe(x0, f(x0, z0, y0)).

Từ điều kiện (i), ta lấy dãy ynk ∈ Knk(xnk) sao cho ynk → y0 và do đó

lim
k→∞
{−ξe(xnk, fnk(xnk, znk, ynk))} = −ξe(x0, f(x0, z0, y0)).
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Với bất kỳ δ > 0, vì hnk(xnk) ≥ −ξe(xnk, fnk(xnk, znk, ynk)), tồn tại n0 ∈ N
sao cho

hnk(xnk) + δ ≥ lim−ξe(xnk, fnk(xnk, znk, ynk))

= −ξe(x0, f(x0, z0, y0)) ≥ h(x0),∀nk ≥ n0.

Mặt khác, từ Mệnh đề 2.1.8 ta có

ϕ(x, z) = max
y∈K(x)

{−ξe(x, f(x, z, y))}, x ∈ K(x), z ∈ T (x).

Vì ξe là liên tục, K là liên tục với giá trị compắc và Bổ đề 1.1.10, ta có ϕ

là liên tục đối với (x, z). Từ tính compắc của T (x0), tồn tại z0 ∈ T (x0)

sao cho

ϕ(x0) = min
z∈T (x0)

max
y∈K(x0)

{−ξe(x0, f(x0, z, y))}

= ϕ(x0, z0)

= max
y∈K(x0)

{−ξe(x0, f(x0, z0, y))}.

Ta suy ra từ giả thiết (ii) rằng Tn có giá trị compắc, {Tn} hội tụ liên tục

trong đến T , tồn tại znk ∈ Tnk(xnk) sao cho znk → z0. Từ tính compắc

của Kn, tồn tại ynk ∈ Knk(xnk) sao cho

max
y∈Knk

(xnk )
{−ξe(xnk,fnk(xnk, znk, y))}

= −ξe(xnk, fnk(xnk, znk, ynk)). (2.5)

Từ tính compắc của Knk(xnk), không mất tính tổng quát, ta có thể giả

sử rằng ynk → y0. Do {Knk} hội tụ liên tục ngoài đến K, ta có y0 ∈
K(x0). Từ fnk hội tụ liên tục đến f với (xnk, znk, ynk) → (x0, z0, y0),

fnk(xnk, znk, ynk) → f(x0, z0, y0). Vì ξe là liên tục, ta lấy giới hạn của

−ξe(xnk, fnk(xnk, znk, ynk)) trong (2.5) và nhận được

lim{−ξe(xnk, fnk(xnk, znk, ynk))} = −ξe(x0, f(x0, z0, y0))

≤ max
y∈K(x0)

{−ξe(x0, f(x0, z0, y))}

= ϕ(x0, z0) = h(x0).
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Vì vậy, với mọi δ > 0, tồn tại n0 > 0 sao cho

−ξe(xnk, fnk(xnk, znk, ynk))− δ ≤ h(x0),∀nk ≥ n0.

Từ (2.5), ta có

hnk(xnk)− δ = min
znk∈Tnk (xnk )

max
y∈Knk

(xnk )
{−ξe(xnk, fnk(xnk, znk, y))} − δ

≤ max
y∈Knk

(xnk )
{−ξe(xnk, fnk(xnk, znk, y))} − δ

= −ξe(xnk, fnk(xnk, znk, ynk))− δ

≤ h(x0).

Do đó, ta có điều phải chứng minh.

2.2.9 Ví dụ. Lấy X = Y = Z = R, C(x) = R+, e(x) ≡ 1, A =

B = [0, 2], K(x) = Kn(x) = [0, 1], T (x) = {1}, Tn(x) = {1 + 1
n},

f(x, z, y) = fn(x, y, z) = z(y − x). Khi đó tất cả các giả thiết của Bổ

đề 2.2.8 là được thỏa mãn. Ta thấy rằng h(x) = x và hn(x) = (1 + 1
n)x.

Vì vậy, Bổ đề 2.2.8 thỏa mãn.

2.2.10 Bổ đề. Giả sử rằng tất cả các giả thiết trong Mệnh đề 2.1.9 được

thỏa mãn. Khi đó, S(f, T,K) ⊂ lim inf
n→∞

S(fn, Tn, Kn) khi và chỉ khi với

bất kỳ lân cận mở U của gốc trong X, tồn tại n0 ∈ N sao cho

S(f, T,K) ⊂ S(fn, Tn, Kn) + U với mọi n ≥ n0.

Chứng minh. Giả sử S(f, T,K) ⊂ lim inf
n→∞

S(fn, Tn, Kn), nhưng tồn tại

một lân cận mở U của gốc trong X sao cho với mọi n0 ∈ N, tồn tại

n ≥ n0 thỏa mãn S(f, T,K) 6⊂ (S(fn, Tn, Kn) + U). Khi đó, tồn tại một

dãy {xn}, xn ∈ S(f, T,K), nhưng xn 6∈ (S(fn, Tn, Kn) + U) với mọi n.

Từ Mệnh đề 2.1.9, S(f, T,K) là compắc, do đó ta có thể giả sử {xn}
hội tụ đến x ∈ S(f, T,K). Từ S(f, T,K) ⊂ lim inf

n→∞
S(fn, Tn, Kn), tồn tại

một dãy {zn}, zn ∈ S(fn, Tn, Kn) với zn → x. Khi đó, xn − zn → 0 ∈ U ,
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và đó đó ta lấy n sao cho xn − zn ∈ U , điều này là không thể vì xn /∈
S(fn, Tn, Kn) + U với mọi n.

Ngược lại, giả sử rằng với bất kỳ lân cận mở U của gốc trong X, tồn

tại n0 ∈ N sao cho S(f, T,K) ⊂ (S(fn, Tn, Kn) + U) với mọi n ≥ n0.

Do đó, với bất kỳ x ∈ S(f, T,K), tồn tại xn ∈ S(fn, Tn, Kn) sao cho

xn − x ∈ U với mọi n ≥ n0, nghĩa là, xn → x. Vì vậy,

S(f, T,K) ⊂ lim inf
n→∞

S(fn, Tn, Kn).

2.2.11 Bổ đề. Giả sử tất cả các giả thiết của Mệnh đề 2.1.8 thỏa mãn.

Khi đó, (Hh) xác định khi và chỉ khi với bất kỳ lân cận mở U của gốc

trong X,

lim inf
x∈Kn(x)\(S(fn,Tn,Kn)+U)

hn(x) > 0.

Chứng minh. Nếu (Hh) thỏa mãn, khi đó với bất kỳ lân cận mở U của

gốc trong X, tồn tại α > 0 và n0 ∈ N sao cho hn(x) ≥ α với mọi n ≥ n0

và x ∈ Kn(x) \ (S(fn, Tn, Kn) + U). Điều này suy ra rằng

lim inf
x∈Kn(x)\(S(fn,Tn,Kn)+U)

hn(x) ≥ α > 0.

Ngược lại, với bất kỳ lân cận mở U của gốc trong X,

τ := lim inf
x∈Kn(x)\(S(fn,Tn,Kn)+U)

hn(x) > 0,

và do đó

lim inf
x∈Kn(x)\(S(fn,Tn,Kn)+N)

hn(x) ≥ α > 0,

trong đó α := 1
2τ . Vì vậy, tồn tại n0 ∈ N sao cho hn(x) ≥ α > 0 với bất

kỳ x ∈ Kn(x) \ (S(fn, Tn, Kn) + U), nghĩa là, (Hh) thỏa mãn.
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2.2.12 Định lý. Giả sử tất cả các giả thiết của Mệnh đề 2.1.9 thỏa mãn

và bổ sung thêm các điều kiện sau

(i) {Kn} hội tụ liên tục đến K;

(ii) {Tn} hội tụ liên tục đến T ;

(iii) {fn} hội tụ liên tục đến f ;

(iv) V , C là nửa liên tục trên.

Khi đó, S(f, T,K) ⊂ lim inf
n→∞

S(fn, Tn, Kn) khi và chỉ khi (Hh) thỏa mãn.

Chứng minh. Giả sử ngược lại rằng (Hh) thỏa mãn, nhưng S(f, T,K) 6⊂
lim inf
n→∞

S(fn, Tn, Kn). Khi đó, từ Bổ đề 2.2.10, tồn tại một lân cận U của

gốc trongX và một dãy {xn} thỏa mãn xn ∈ S(f, T,K) \(S(fn, Tn, Kn)+

U) với mọi n. Từ tính compắc của S(f, T,K), ta giả sử rằng xn hội tụ

đến x ∈ S(f, T,K). Vì U là một lân cận của gốc trong X, tồn tại một

lân cận cân mở B của gốc trong X, nghĩa là, λB ⊂ B với mọi λ ∈ [−1, 1]

sao cho B +B +B ⊂ U . Do đó, với bất kỳ ε > 0, (x+ εB) ∩K(x) 6= ∅.
Từ giả thiết (i), tồn tại một dãy {zn}, zn ∈ Kn(xn) hội tụ đến x. Vì vậy,

tồn tại n0 sao cho zn ∈ (x+ εB) ∩Kn(xn) với mọi n ≥ n0.

Chúng ta cần chứng tỏ rằng zn 6∈ (S(fn, Tn, Kn) + B). Thật vậy, giả

sử ngược lại rằng tồn tại tn ∈ S(fn, Tn, Kn) sao cho zn − tn ∈ B. Không

mất tính tổng quát, ta giả sử rằng xn − x ∈ B với n đủ lớn. Do đó,

xn − tn = (xn − x) + (x− zn) + (zn − tn) ∈ B +B +B ⊂ U.

Điều này suy ra rằng xn ∈ (S(fn, Tn, Kn) +U) với n đủ lớn. Điều này là

không thể vì xn /∈ S(fn, Tn, Kn) +U với mọi n. Từ (Hh), tồn tại α > 0

sao cho hn(zn) ≥ α. Từ Bổ đề 2.2.8, ta có thể giả sử với n đủ lớn và

0 < δ < α, h(x) ≥ hn(zn) − δ ≥ α − δ > 0. Điều này mâu thuẫn với

x ∈ S(f, T,K) (do Mệnh đề 2.1.7).
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Ngược lại, giả sử rằng S(f, T,K) ⊂ lim inf
n→∞

S(fn, Tn, Kn), nhưng (Hh)

không thỏa mãn. Từ Bổ đề 2.2.11, tồn tại một lân cận U của gốc trong

X thỏa mãn

lim inf
x∈Kn(x)\(S(fn,Tn,Kn)+U)

hn(x) = 0.

Kết hợp tính compắc của Kn(x) \ (S(fn, Tn, Kn) + U), tính liên tục của

hn và Bổ đề 2.1.8, tồn tại xnk ∈ Knk(xnk) \ (S(fnk, Tnk, Knk) + U) thỏa

mãn lim
k→∞

hnk(xnk) = 0. Từ tính compắc của A và giả thiết (i), giả sử rằng

xnk hội tụ đến x0 ∈ K(x0). Áp dụng Bổ đề 2.2.8, ta có h(x0) = 0. Thật

vậy, nếu h(x0) = ρ > 0, ta lấy δ := ρ
4 . Vì hnk(xnk) hội tụ đến 0, nên ta

có một n1 ∈ N sao cho hnk(xnk) ≤
ρ
4 với mọi nk ≥ n1. Từ Bổ đề 2.2.8,

nên tồn tại n0 ∈ N thỏa mãn hnk(xnk) + δ ≥ h(x0) với mọi nk ≥ n0. Đặt

n2 = max{n0, n1}, khi đó ρ
4 + ρ

4 = ρ
2 ≥ hnk(xnk) + δ ≥ h(x0) = ρ > 0

với mọi nk ≥ n2, điều này không thể. Vì vậy, từ Mệnh đề 2.1.7, ta có

x0 ∈ S(f, T,K). Vì S(f, T,K) ⊂ lim inf
n→∞

S(fn, Tn, Kn), tồn tại znk ∈
S(fnk, Tnk, Knk) hội tụ đến x0. Vì xnk ∈ Knk(xnk)\(S(fnk, Tnk, Knk)+U),

znk − xnk 6∈ U với mọi nk, điều này cũng không thể vì cả hai dãy {znk}
và {xnk} hội tụ đến x0.

Kết hợp Định lý 2.2.1 và Định lý 2.2.12, ta nhận được điều kiện cần

và đủ cho tính hội tụ Painlevé-Kuratowski của tập nghiệm cho (WQEP)

và (WQEP)n.

2.2.13 Định lý. Giả sử tất cả các giả thiết của Định lý 2.2.12 thỏa

mãn. Khi đó, S(fn, Tn, Kn) hội tụ đến S(f, T,K) theo nghĩa Painlevé -

Kuratowski khi và chỉ khi (Hh) thỏa mãn.
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2.3 Áp dụng cho bất đẳng thức tựa biến phân

Vì bài toán tựa cân bằng chứa nhiều bài toán liên quan đến tối ưu,

do đó ta có thể suy ra trực tiếp từ kết quả chính cho các trường hợp đặc

biệt. Trong mục này chúng ta chỉ xét trường hợp đặc biệt cho bài toán

bất đẳng thức biến phân như là một ví dụ.

Cho X,Z là các không gian Banach, Y = L(X;Z), A,B,C,K, T,Kn,

Tn như ở trong Mục 2.2. Khi đó, ta xét bất đẳng thức tựa biến phân sau.

(QVI) Tìm x̄ ∈ K(x̄) sao cho tồn tại z ∈ T (x̄) thỏa mãn

〈z, y − x̄〉 ∈ Z \ −intC(x̄),∀y ∈ K(x̄).

(QVI)n Tìm x̄ ∈ Kn(x̄) sao cho tồn tại z ∈ Tn(x̄) thỏa mãn

〈z, y − x̄〉 ∈ Z \ −intC(x̄),∀y ∈ Kn(x̄).

Chúng ta ký hiệu S(T,K) và S(Tn, Kn) lần lượt là các tập nghiệm

của (QVI) và (QVI)n và giả sử rằng các tập nghiệm này là khác rỗng.

Đặt f(x, z, y) = fn(x, y, z) = 〈z, y−x〉, khi đó bài toán (QVI) trở thành

một trường hợp đặc biệt của (WQEP).

Hệ quả sau đây được suy ra từ Định lý 2.2.1.

2.3.1 Hệ quả. Với bài toán (QVI) và (QVI)n, ta giả sử các điều kiện sau

đây thỏa mãn

(i) {Kn} hội tụ liên tục đến K;

(ii) {Tn} hội tụ liên tục ngoài đến T ;

(iii) W là đóng.

Khi đó, lim sup
n→∞

S(Tn, Kn) ⊂ S(T,K).
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Chứng minh. Đặt f(x, z, y) = fn(x, y, z) = 〈z, y − x〉, khi đó bài toán

(QVI) trở thành một trường hợp đặc biệt của (WQEP). Rõ ràng, tất cả

các giả thiết của Định lý 2.2.1 là thỏa mãn. Do đó, ứng dụng định lý này

ta kết luận cho Hệ quả 2.3.1.

Ứng dụng Định lý 2.2.12 ta cũng nhận được kết quả sau.

2.3.2 Hệ quả. Với n ∈ N và (QVI) và (QVI)n, ta giả sử các điều kiện

sau đây thỏa mãn

(i) Kn là hội tụ với giá trị compắc và {Kn} hội tụ liên tục đến K;

(ii) Tn là nửa liên tục trên với giá trị compắc và {Tn} hội tụ liên tục

đến T ;

(iii) V , C là nửa liên tục trên;

(iv) W là đóng.

Khi đó, S(T,K) ⊂ lim inf
n→∞

S(Tn, Kn) khi và chỉ khi (Hh) thỏa mãn.

2.3.3 Nhận xét. Nếu Kn(x) ≡ Kn, K(x) ≡ K và C(x) ≡ C, thì bài

toán (QVI) trở thành bài toán (SWVVI) đã được nghiên cứu bởi Fang,

Li và Teo ([34]). Trong trường hợp đặc biệt này, Hệ quả 2.3.1 là mở rộng

Định lý 3.1 trong [34] và Hệ quả 2.3.2 là cải thiện Định lý 4.5 trong [34],

vì Hệ quả 2.3.2 thiết lập các điều kiện cần và đủ cho sự hội tụ theo nghĩa

Painlevé-Kuratowski, trong khi Định lý 4.5 trong [34] chỉ là điều kiện đủ.

2.3.4 Hệ quả. Giả sử tất cả các giả thiết của Mệnh đề 2.3.2 thỏa mãn.

Khi đó, S(Tn, Kn) hội tụ đến S(T,K) theo nghĩa Painlevé - Kuratowski

khi và chỉ khi (Hh) thỏa mãn.
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2.4 Kết luận Chương 2

Trong chương này, chúng tôi thu được các kết quả sau:

- Thiết lập được các dãy hàm đánh giá cho các bài toán tựa cân bằng

(WQEP) và (WQEP)n (Mệnh đề 2.1.7). Sau đó nghiên cứu tính liên tục

của chúng (Mệnh đề 2.1.8).

- Thiết lập tính hội tụ trên theo nghĩa Painlevé - Kuratowski của tập

nghiệm của bài toán (WQEP) và (WQEP)n (Định lý 2.2.1). Trên cơ sở

dãy hàm đánh giá, giả thiết căn bản (Hh) là được nghiên cứu. Sau đó,

chúng tôi chứng tỏ rằng các giả thiết này là điều kiện cần và đủ cho sự

hội tụ dưới và sự hội tụ theo nghĩa Painlevé - Kuratowski của tập nghiệm

của bài toán (WQEP) và (WQEP)n (Định lý 2.2.12 và Định lý 2.2.13).

- Từ các kết quả chính trong Mục 2.1 và Mục 2.2, chúng tôi áp dụng

cho dãy bài toán bất đẳng thức tựa biến phân loại (QVI) và (QVI)n. Các

kết quả thu được là Hệ quả 2.3.1, Hệ quả 2.3.2 và Hệ quả 2.3.4.

Các kết quả trong chương này được trích ra từ bài báo:

L. Q. Anh, T. Bantaojai, N. V. Hung, V. M. Tam and R. Wang-

keeree (2018), Painlevé-Kuratowski convergences of the solution sets for

generalized vector quasiequilibrium problems, Computational and Applied

Mathematics, 37, 3832–3845.



55

CHƯƠNG 3

TÍNH ỔN ĐỊNH VÀ ĐẶT CHỈNH CHO BÀI TOÁN CÂN

BẰNG HAI MỨC

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu tính ổn định nghiệm và tính

đặt chỉnh Levitin-Polyak cho các bài toán cân bằng mạnh hai mức. Đầu

tiên, chúng tôi giới thiệu bài toán cân bằng mạnh hai mức và thiết lập

tính nửa liên tục và liên tục của ánh xạ nghiệm cho bài toán này. Sau

đó, chúng tôi ứng dụng các kết quả này cho bất đẳng thức biến phân

với ràng buộc cân bằng và bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng. Tiếp

theo, chúng tôi giới thiệu bài toán cân bằng mạnh hai mức với nón di

động và nghiên cứu các khái niệm đặt chỉnh Levitin-Polyak và đặt chỉnh

Levitin-Polyak tổng quát cho bài toán này. Chúng tôi nghiên cứu mối

quan hệ của tính đặt chỉnh với tính nửa liên tục trên của nghiệm xấp xỉ

và sự tồn tại nghiệm và đặc trưng mêtric các đặt chỉnh Levitin-Polyak

và đặt chỉnh Levitin-Polyak tổng quát cho bài toán này. Từ các kết quả

chính này, chúng tôi áp dụng cho bài toán mạng giao thông với ràng buộc

cân bằng.
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3.1 Tính ổn định của ánh xạ nghiệm cho bài toán

cân bằng hai mức

Cho X, Y, Z là các không gian véctơ tôpô Hausdorff. A và Λ lần lượt

là các tập con lồi khác rỗng của X và Y , C ⊂ Z là một nón lồi đóng có

đỉnh với phần trong khác rỗng. Giả sử K1 và K2 : A×Λ ⇒ A là hai hàm

đa trị, f : A×A×Λ→ Z là hàm véctơ. Với mỗi λ ∈ Λ, chúng ta xét bài

toán tựa cân bằng véctơ mạnh phụ thuộc tham số sau đây:

(SQEP) Tìm x̄ ∈ K1(x̄, λ) sao cho

f(x̄, y, λ) ∈ C, ∀y ∈ K2(x̄, λ).

Cho S : Λ ⇒ A là các ánh xạ đa trị sao cho với mỗi λ ∈ Λ, S(λ) là tập

nghiệm của (SQEP), nghĩa là

S(λ) := {x̄ ∈ K1(x̄, λ) | f(x̄, y, λ) ∈ C, ∀y ∈ K2(x̄, λ)}.

Giả sử E : Λ ⇒ A xác định bởi E(λ) := {x ∈ A | x ∈ K1(x, λ)} 6= ∅ với
mỗi λ ∈ Λ. Do việc đưa ra các điều kiện để cho bài toán cân bằng tồn tại

nghiệm đã được nghiên cứu bởi nhiều tác giả ([14], [26], [31], [37], [43],

[48]) nên ở đây chúng ta giả thiết rằng nghiệm của bài toán tồn tại trong

lân cận của λ0 ∈ Λ.

Cho W là không gian véctơ tôpô Hausdorff và Γ là một tập con khác

rỗng của W . Lấy B = A × Λ và h : B × B × Γ → Z là hàm véctơ,

C ′ ⊂ Z là nón lồi đóng có đỉnh. Chúng ta xét bài toán cân bằng véctơ hai

mức sau:

(BEP) Tìm x̄∗ ∈ graphS−1 sao cho

h(x̄∗, y∗, γ) ∈ C ′,∀y∗ ∈ graphS−1,

trong đó graphS−1 = {(x, λ) | x ∈ S(λ)} là đồ thị của S−1.
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Cho Φ : Γ ⇒ B là các ánh xạ đa trị sao cho với mỗi γ ∈ Γ, Φ(γ) là

tập nghiệm của (BEP), nghĩa là

Φ(γ) = {x̄∗ ∈ graphS−1 | h(x̄∗, y∗, γ) ∈ C ′, ∀y∗ ∈ graphS−1},

và chúng ta giả sử rằng Φ(γ) 6= ∅ với mỗi γ trong lân cận của γ0 ∈ Γ.

Với một hàm đa trị G : X ⇒ Z giữa hai không gian véctơ tôpô

Hausdorff, G được gọi là lồi (lõm) trên một tập con lồi A ⊂ X nếu với

mọi x1, x2 ∈ A và t ∈ [0, 1],

tG(x1) + (1− t)G(x2) ⊂ G(tx1 + (1− t)x2)

(G(tx1 + (1− t)x2) ⊂ tG(x1) + (1− t)G(x2), tương ứng).

Cho ϕ : X → Z là hàm véctơ và C ⊂ Z là nón lồi đóng có đỉnh và

phần trong khác rỗng. Với θ ∈ Z, ta sử dụng các khái niệm tập mức của

ϕ đối với C với các nón khác nhau (tùy theo các ngữ cảnh, để không có

sự nhầm lẫn).

L≥Cθϕ :={x ∈ X | ϕ(x) ∈ θ + C},

L 6>Cθϕ :={x ∈ X | ϕ(x) 6∈ θ + intC},

tương tự cho các tập mức L≤Cθϕ,L6<Cθϕ,L6≥Cθϕ,L>Cθϕ,...

Bây giờ, chúng ta nghiên cứu tính nửa liên tục trên, tính đóng của

ánh xạ nghiệm cho bài toán (BEP).

3.1.1 Định lý. Với bài toán (BEP), ta giả sử rằng Λ compắc và các điều

kiện sau đây thỏa mãn

(i) E là nửa liên tục trên với giá trị compắc và K2 là nửa liên tục dưới;

(ii) L≥C0f là đóng trong A× A× Λ;

(iii) L≥C′0h là đóng trong B ×B × {γ0}.
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Khi đó, Φ là nửa liên tục trên và đóng tại γ0.

Chứng minh. Giả sử ngược lại rằng Φ là không nửa liên tục trên tại γ0.

Khi đó, tồn tại một tập mở V chứa Φ(γ0) và một lưới {γα} ⊂ Γ hội tụ đến

γ0 sao cho tồn tại x∗α = (xα, λα) ∈ Φ(γα) \ V với mọi α. Từ tính compắc

của Λ, ta có thể giả sử rằng λα → λ0 với λ0 ∈ Λ. Vì xα ∈ E(λα) và E

là nửa liên tục trên với giá trị compắc, ta giả sử rằng xα → x0 ∈ E(λ0).

Bây giờ ta chứng tỏ x∗0 = (x0, λ0) ∈ graphS−1, nghĩa là, x0 ∈ S(λ0). Nếu

x0 6∈ S(λ0) khi đó tồn tại y0 ∈ K2(x0, λ0) sao cho

f(x0, y0, λ0) 6∈ C.

Vì K2 là nửa liên tục dưới tại (x0, λ0), tồn tại yα ∈ K2(xα, λα) sao cho

yα → y0. Vì xα ∈ S(λα) nên ta có

f(xα, yα, λα) ∈ C.

Áp dụng điều kiện (ii), ta suy ra rằng f(x0, y0, λ0) ∈ C, điều này không

thể. Do đó x∗0 ∈ graphS−1.

Tiếp theo, chúng ta chứng minh x∗0 ∈ Φ(γ0). Nếu x∗0 6∈ Φ(γ0), thì tồn

tại y∗0 ∈ graphS−1 sao cho

h(x∗0, y
∗
0, γ0) 6∈ C ′.

Vì x∗α ∈ Φ(λα), ta có

h(x∗α, y
∗
0, γα) ∈ C ′.

Từ (x∗α, y
∗
0, γα)→ (x∗0, y

∗
0, γ0) và giả thiết (iii), ta suy ra rằng

h(x∗0, y
∗
0, γ0) ∈ C ′,

điều này không thể. Vì vậy, x∗0 ∈ Φ(γ0), điều này lại mâu thuẫn vì x∗α 6∈ V
với mọi α. Do đó, Φ là nửa liên tục trên tại γ0.
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Cuối cùng, ta cần chứng tỏ Φ là đóng tại γ0. Giả sử Φ không đóng

tại γ0, khi đó tồn tại một lưới {x∗α} ⊂ Φ(γα) sao cho x∗α = (xα, λα) →
x∗0 = (x0, λ0), nhưng x

∗
0 6∈ Φ(γ0). Lý luận tương tự như trên chúng ta

cũng nhận được một sự mâu thuẫn. Do đó, Φ là đóng tại γ0.

Ví dụ sau đây chứng tỏ rằng giả thiết (i) trong Định lý 3.1.1 là

cần thiết.

3.1.2 Ví dụ. Lấy X = Y = Z,W = R, A = [−2, 2],Λ = Γ = [0, 1], C =

C ′ = R+, K1(x, λ) = K2(x, λ) = ] − 2λ, 1], f(x, y, λ) = x2 + y2 + λ2 và

h((x, λ1), (y, λ2), γ) = (y − x+ γ)(y − 2x+ γ)(λ2
1 + λ2

2 + 1). Khi đó, các

giả thiết (ii) và (iii) được thỏa mãn. Từ E(λ) = (−2λ, 1], E là không

nửa liên tục trên với giá trị compắc, vì vậy giả thiết (i) là không thỏa

mãn. Tính toán trực tiếp ta có S(λ) = (−2λ, 1] và

graphS−1 = {(x, λ) | x ∈ S(λ), λ ∈ [0, 1]} = (−2λ, 1]× [0, 1].

Do đó,

Φ(0) = {(x, λ1) ∈ graphS−1 |(y − x)(y − 2x)(λ2
1 + λ2

2 + 1) ≥ 0,

∀(y, λ2) ∈ graphS−1)} = {1} × [0, 1].

Lấy V = (4
5 ,

6
5) × (−1

5 ,
6
5) là tập mở chứa Φ(0) và γn = 1

n → 0. Ta thấy

rằng x∗n = (−1+ 1
n , 1) ∈ Φ(γn), nhưng x

∗
n 6∈ V với mọi n, do đó Φ là không

nửa liên tục trên tại 0. Vì x∗n → x∗0 = (−1, 1) 6∈ Φ(0), Φ là không đóng.

Ví dụ sau đây chứng tỏ rằng giả thiết (ii) trong Định lý 3.1.1 là

cần thiết.

3.1.3 Ví dụ. Lấy X, Y, Z,W,A,Λ, Γ, C, C ′ như trong Ví dụ 3.1.2 và

K1(x, λ) = K2(x, λ) = [−1, 1]

h((x, λ1), (y, λ2), γ) = (y − x+ γ)(λ2 − λ1)

f(x, y, λ) =

{
1
x , nếuλ = 0, x 6= 0,
x− y, ngược lại.
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Ta thấy rằng các giả thiết của Định lý 3.1.1 thỏa mãn ngoại trừ giả

thiết (ii). Thật vậy, lấy xn = −1
2 + 1

n , yn = −1 + 1
n và λn = 1

n ,

khi đó (xn, yn, λn) → (−1
2 ,−1, 0), f(xn, yn, λn) = 1

2 ≥ 0, tuy nhiên

f(−1
2 ,−1, 0) = −2 < 0. Tính toán trực tiếp ta nhận được S(0) = (0, 1],

S(λ) = {1} với mọi λ ∈ (0, 1], do đó

graphS−1 = {(x, λ) | x ∈ S(λ), λ ∈ [0, 1]} = (0, 1]× {0} ∪ {1} × (0, 1].

Ta cũng thấy rằng

Φ(0) = {x∗ = (x, λ1) ∈ graphS−1 |h((x, λ1), (y, λ2), 0) ≥ 0,

∀(y, λ2) ∈ graphS−1} = {(1, 1)}.

Lấy V = (3
4 ,

5
4)×(3

4 ,
5
4) là một tập mở chứa Φ(0) và γn = 1

n → 0. Ta có thể

kiểm tra rằng x∗n = ( 1
2n , 0) ∈ Φ(0) \ V với mọi n và x∗n → (0, 0) 6∈ Φ(0).

Do đó, Φ là không nửa liên tục trên cũng không đóng tại 0.

Ví dụ sau đây chứng tỏ rằng giả thiết (iii) trong Định lý 3.1.1 là

cần thiết.

3.1.4 Ví dụ. Lấy X, Y, Z,W,A,Γ,Λ, C, C ′, f như trong Ví dụ 3.1.2, và

K1(x, λ) = K2(x, λ) = [0, 1],

h((x, λ1), (y, λ2), γ) =

{
(x− y)(λ1 − λ2), nếu γ = 0,
xy(x− y)(λ1 − λ2), ngược lại.

Ta thấy rằng các giả thiết (i) và (ii) là thỏa mãn. Tính toán trực tiếp ta

được tập nghiệm của (SQEP) là S(λ) = [0, 1]. Vì vậy,

graphS−1 = {(x, λ) | x ∈ S(λ), λ ∈ [0, 1]} = [0, 1]× [0, 1].

Ta cũng có

Φ(0) = {(1, 1), (0, 0)}; Φ(γ) = {(0, λ) | λ ∈ [0, 1]}∪{(1, 1)},∀γ ∈]0, 1].
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Ta thấy Φ là không nửa liên tục trên và không đóng tại γ0 = 0, vì điều

kiện (iii) không xác định. Thật vậy, lấy x∗n = (0, 1 − 1
n), y∗n = (1, 1

n) và

γn = 1
n . Khi đó, x∗n → x∗0 = (0, 1), y∗n → y∗0 = (1, 0), γn → γ0 = 0 và

h(x∗n, y
∗
n, γn) ≥ 0, tuy nhiên h(x∗0, y

∗
0, γ0) = −1 < 0.

3.1.5 Định lý. Giả sử các giả thiết (ii) và (iii) trong Định lý 3.1.1 thỏa

mãn và thay thế giả thiết (i) bởi

(i’) A là compắc, K1 là đóng, và K2 là nửa liên tục trên.

Khi đó, Φ là nửa liên tục trên và đóng tại γ0.

Chứng minh. Giả sử rằng Φ là không nửa liên tục trong γ0, khi đó tồn

tại một tập mở V chứa Φ(γ0) và một lưới {γα} ⊂ Γ hội tụ đến γ0 sao cho

tồn tại x∗α = (xα, λα) ∈ Φ(γα)\V với mọi α. Từ tính compắc của Λ, ta có

thể giả sử rằng λα → λ0 ∈ Λ. Vì A là compắc, ta cũng có xα → x0 ∈ A
(có thể lấy một lưới con nếu cần thiết). Vì (xα, λα) → (x0, λ0) và K1 là

đóng, ta suy ra x0 ∈ K1(x0, λ0). Kết hợp tính nửa liên tục dưới của K2

và giả thiết (ii), ta nhận được x∗0 = (x0, λ0) ∈ graphS−1. Áp dụng giả

thiết (iii), ta suy ra x∗0 ∈ Φ(γ0). Lý luận tương tự như chứng minh của

Định lý 3.1.1. Ta có điều phải chứng minh.

Ví dụ sau đây chứng tỏ giả thiết (i’) là cần thiết.

3.1.6 Ví dụ. Lấy X, Y, Z,W,A,Λ,Γ, C, C ′, f như trog Ví dụ 3.1.2 và

h((x, λ1), (y, λ2), γ) = (y − x+ γ)(λ2 − λ1);

K1(x, λ) = K2(x, λ) =

{
(−1, 1], nếu γ = 0,
(0, 1], ngược lại.

Khi đó, các giả thiết (ii) và (iii) là thỏa mãn, nhưng (i’) là không xác định

vì K2 là không nửa liên tục dưới tại 0. Ta thấy rằng S(λ) = K1(x, λ) và
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do đó

graphS−1 = {(x, λ) | x ∈ S(λ), λ ∈ [0, 1]}

= (−1, 1]× {0} ∪ (0, 1]× (0, 1].

Ta có

Φ(0) = {(x, λ1) ∈ graphS−1 | (y − x)(λ2 − λ1) ≥ 0,∀(y, λ2) ∈ graphS−1}

= {(1, 1)}.

Lấy V = (3
4 ,

5
4)× (3

4 ,
5
4) là một tập mở chứa Φ(0) và γn = 1

n → 0. Ta thấy

x∗n = (−1 + 1
n , 0) ∈ Φ( 1

n) \ V với mọi n và x∗n → (−1, 0) 6∈ Φ(0). Do đó,

Φ là không nửa liên tục trên và cũng không đóng tại 0.

Tiếp theo, chúng ta sẽ nghiên cứu tính nửa liên tục dưới, nửa liên tục

dưới Hausdorff, liên tục và liên tục Hausdorff của ánh xạ nghiệm cho bài

toán (SQEP).

Với W , Γ, B = A× Λ, h và C ′ như trong bài tpans (BEP), chúng ta

xét bài toán bổ trợ sau đây:

(BEP∗) Tìm x̄∗ ∈ graphS−1 sao cho

h(x̄∗, y∗, γ) ∈ intC ′,∀y∗ ∈ graphS−1,

trong đó graphS−1 = {(x, λ) | x ∈ S(λ)} là đồ thị của S−1.

Giả sử Φ∗ : Γ ⇒ B là các ánh xạ đa trị sao cho với mỗi γ ∈ Γ, Φ∗(γ)

là tập nghiệm của (BEP∗), nghĩa là

Φ∗(γ) = {x̄∗ ∈ graphS−1 | h(x̄∗, y∗, γ) ∈ intC ′, ∀y∗ ∈ graphS−1},

và chúng ta giả sử Φ∗(γ) 6= ∅ với mỗi γ trong lân cận của γ0 ∈ Γ. Ta thấy

rằng với mọi γ ∈ Γ, Φ∗(γ) ⊂ Φ(γ).
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3.1.7 Định nghĩa. ([11, Definition 2.1]) Cho X,Z là các không gian

véctơ tôpô Hausdorff, ϕ : X → Z là hàm véctơ và C ⊂ Z là nón lồi

đóng có đỉnh. Hàm ϕ được gọi là C-tựa lõm tổng quát trong một tập

con lồi khác rỗng A ⊂ X, nếu với mọi x1, x2 ∈ A thỏa mãn ϕ(x1) ∈ C,

ϕ(x2) ∈ intC và với mọi t ∈ (0, 1), ta có

ϕ(tx1 + (1− t)x2) ∈ intC.

3.1.8 Định lý. Với bài toán (BEP) và (BEP∗), ta giả sử Λ là compắc và

các điều kiện sau đây thỏa mãn

(i) E là lồi và liên tục với giá trị compắc, K2 là lõm và liên tục với giá

trị compắc;

(ii) L6>C0f , L≥C0f là đóng trên A× A× Λ và L6>C′0h là đóng trên B ×
B × {γ0};

(iii) f là C-tựa lõm tổng quát;

(iv) h(·, y∗, γ0) là C ′-tựa lõm tổng quát, với mọi y∗ ∈ graphS−1, γ0 ∈ Γ.

Khi đó, Φ là nửa liên tục dưới tại γ0.

Chứng minh. Đầu tiên, chúng ta chứng minh rằng Φ∗ là nửa liên tục dưới

tại γ0. Giả sử ngược lại Φ∗ là không nửa liên tục dưới tại γ0. Khi đó tồn

tại x∗0 = (x0, λ0) ∈ Φ∗(γ0) và một lưới {γα} hội tụ γ0 sao cho với mọi

x∗α = (xα, λα) ∈ Φ∗(γα), {x∗α} không hội tụ về x∗0. Lấy {λα} là một lưới,

λα → λ0. Vì E là nửa liên tục dưới tại λ0, tồn tại x̄α ∈ E(λα), x̄α → x0.

Từ sự mâu thuẫn ở trên ta giả sử rằng với mọi α, x̄∗α = (x̄α, λα) 6∈ Φ∗(γα).

Bây giờ ta chứng tỏ rằng tồn tại một lưới con của {x̄α} (vẫn ký hiệu bởi

{x̄α}) sao cho với mọi yα ∈ K2(xα, λα), f(x̄α, yα, λα) ∈ intC. Giả sử

ngược lại rằng với mọi α, tồn tại yα ∈ K2(xα, λα) sao cho

f(x̄α, yα, λα) 6∈ intC.
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VìK2 là nửa liên tục trên với giá trị compắc, ta có thể giả sử rằng yα → y0

với y0 ∈ K(x0, λ0). Từ (x̄α, yα, λα)→ (x0, y0, λ0) và giả thiết (ii), ta suy

ra rằng

f(x0, y0, λ0) 6∈ intC,

điều này mâu thuẫn vì x∗0 = (x0, λ0) ∈ Φ∗(γ0).

Tiếp theo, chúng ta chứng tỏ rằng tồn tại một lưới con {x̄∗β} của {x̄∗α}
sao cho với mọi y∗β ∈ graphS−1, h(x̄∗β, y

∗
β, γβ) ∈ intC ′. Thật vậy, giả sử

ngược lại với mọi α, tồn tại ȳ∗α = (ȳα, λ̄α) ∈ graphS−1 sao cho

h(x̄∗α, ȳ
∗
α, γα) 6∈ intC ′.

Vì Λ là compắc, ta có thể giả sử rằng λ̄α → λ̄0 với λ̄0 ∈ Λ. Vì E là

nửa liên tục trên với giá trị compắc, ta cũng có thể giả sử rằng ȳα →
ȳ0 ∈ E(λ̄0). Kết hợp giả thiết (ii) và tính liên tục dưới của K2, ta suy

ra f(ȳ0, y0, λ̄0) ∈ C với mọi y0 ∈ K2(ȳ0, λ̄0), vì f(ȳα, y, λ̄α) ∈ C với mọi

y ∈ K2(ȳα, λ̄α). Do đó, ȳ∗α → ȳ∗0 = (ȳ0, λ̄0) ∈ graphS−1. Áp dụng giả

thiết (ii), h(x∗0, ȳ
∗
0, γ0) 6∈ intC ′, điều này là mâu thuẫn vì x∗0 ∈ Φ∗(γ0) và

do đó tồn tại một lưới con {x̄∗β} của {x̄∗α} sao cho x̄∗β ∈ Φ∗(γβ), điều này

là không thể. Vì vậy, Φ∗ là liên tục dưới tại γ0.

Cuối cùng, ta chứng minh Φ(γ0) ⊂ clΦ∗(γ0). Lấy x∗1 = (x1, λ1) ∈
Φ(γ0), x

∗
2 = (x2, λ2) ∈ Φ∗(γ0) và x∗t = tx∗1 + (1 − t)x∗2 = (xt, λt) với

t ∈ (0, 1). Chúng ta sẽ chứng tỏ x∗t ∈ Φ∗(γ0). Từ tính lồi của E, xt =

tx1 + (1 − t)x2 ∈ E(λt). Vì K2 là lõm, với mọi yt ∈ K2(xt, λt), tồn tại

y1 ∈ K2(x1, λ1) và y2 ∈ K2(x2, λ2) sao cho yt = ty1 + (1 − t)y2. Từ

x∗1 ∈ Φ(γ0), x
∗
2 ∈ Φ∗(γ0) và giả thiết (iii), ta suy ra

f(xt, yt, λt) ∈ intC.

Với mọi y∗ ∈ graphS−1, h(x∗1, y
∗, γ0) ∈ C ′ và h(x∗2, y

∗, γ0) ∈ intC ′, từ

x∗1 ∈ Φ(γ0) và x∗2 ∈ Φ∗(γ0). Áp dụng giả thiết (iv), ta có

h(x∗t , y
∗, γ0) ∈ intC ′,
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nghĩa là, x∗t ∈ Φ∗(γ0). Do đó Φ(γ0) ⊂ clΦ∗(γ0).

Từ tính liên tục dưới của Φ∗ tại γ0, ta có

Φ(γ0) ⊂ clΦ∗(γ0) ⊂ lim inf
γ→γ0

Φ∗(γ) ⊂ lim inf
γ→γ0

Φ(γ).

Do đó, Φ là nửa liên tục dưới tại γ0.

Ví dụ sau đây chứng tỏ tính lồi của E trong Định lý 3.1.8 là cần thiết.

3.1.9 Ví dụ. Cho X, Y, Z,W,A,Λ,Γ, C, C ′ như trong Ví dụ 3.1.2,

K1(x, λ) = K2(x, λ) = [−2,−λ] ∪ [1, 2],

f(x, y, λ) = x+ y + λ+ 5,

h((x, λ1), (y, λ2), γ) = [−x2 + (2γ + 1)x− γ(γ + 1)](y + λ1 + λ2 + 3).

Ta thấy rằng E là nửa liên tục dưới, K2 là nửa liên tục trên với giá trị

compắc và các giả thiết (ii)-(iv) là được thỏa mãn. Ta có S(λ) = E(λ) =

[−2,−λ] ∪ [1, 2], và do đó

graphS−1 = {(x, λ) | x ∈ S(λ), λ ∈ Λ}

= [−2,−λ]× [0, 1] ∪ [1, 2]× [0, 1].

Ta thấy x∗0 = (0, 0) ∈ Φ(0). Lấy γn = 1
n → 0. Ta thấy rằng nếu x∗ =

(x, λ) ∈ Φ(γn) thì x ∈ [1, γn+1] và do đó với mọi x∗n = (xn, λn) ∈ Φ∗(γn),

{x∗n} không hội tụ đến x∗0 = (0, 0), nghĩa là, Φ là không nửa liên tục dưới

tại 0. Vì giả thiết (i) là không thỏa mãn. Thật vậy, lấy x1 = 0 ∈ E(0),

x2 = 1 ∈ E(1), t = 1
2 , vì vậy xt = 1

2 6∈ E(λt) = E(1
2) = [−2,−1

2 ] ∪ [1, 2],

nghĩa là, E là không lồi.

Ví dụ sau đây chứng tỏ tính C-tựa lõm của f trong Định lý 3.1.8 là

cần thiết.
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3.1.10 Ví dụ. Cho X, Y, Z,W,A,Λ,Γ, C, C ′, g như trong Ví dụ 3.1.9,

K1(x, λ) = K2(x, λ) = [−2, 2] và f(x, y, λ) = (x2−(1−λ)x−λ)(y+λ+3).

Ta thấy tất cả các giả thiết của Định lý 3.1.8 là thỏa mãn ngoại

trừ giả thiết (iii). Tính toán trực tiếp ta được S(λ) = [−2,−λ] ∪ [1, 2].

Sử dụng kỹ thuật như trong Ví dụ 3.1.9, ta kết luận Φ là không nửa

liên tục dưới tại 0, do tính chất C-tựa lõm của f là không thỏa mãn.

Thật vậy, x1 = 0, x2 = 2, y1 = y2 = 1, λ1 = λ2 = 0, t = 3
4 , khi đó

xt = 1
2 , yt = 1, λt = 0, f(x1, y1, λ1) = 0 và f(x2, y2, λ2) = 8, nhưng

f(xt, yt, λt) = −1 < 0.

Ví dụ sau đây chứng tỏ tính C ′-tựa lõm của h trong Định lý 3.1.8 là

cần thiết.

3.1.11 Ví dụ. Cho X, Y, Z,W,A,Λ,Γ, C, C ′, f như trong Ví dụ 3.1.9,

K1(x, λ) = K2(x, λ) = [λ, 2] và h((x, λ1), (y, λ2), γ) = (x2 − x − γ)(y +

λ1 + λ2 + 3). Khi đó, các giả thiết (i)-(iii) là thỏa mãn. Tính toán trực

tiếp ta được S(λ) = [λ, 2] và do đó graphS−1 = {(x, λ) | x ∈ S(λ), λ ∈
Λ} = [λ, 2]× [0, 1]. Ta tính toán trực tiếp ta được x∗0 = (0, 0) ∈ Φ(0). Lấy

γn = 1
n , γn → γ0 = 0. Nếu x∗ = (x, α) ∈ Φ(γn) khi đó x ∈ [

1+
√

1+ 4
n

2 , 2],

và do đó với mọi x∗n ∈ Φ(λn), {x∗n} không thể hội tụ về x∗0, nghĩa là,

Φ là không nửa liên tục dưới 0. Để thấy điều này, ta lấy x∗1 = (0, 0),

x∗2 = (2, 0), y∗ = (1, 0), t = 3
4 , khi đó x

∗
t = (1

2 , 0), h(x∗1, y
∗, 0) = 0 và

h(x∗2, y
∗, 0) = 8, nhưng h(x∗t , y

∗, 0) = −1 < 0.

3.1.12 Định lý. Giả sử tất cả các giả thiết của Định lý 3.1.8 thỏa mãn

và bổ sung điều kiện sau:

(v) L≥C′0h(·, y∗, γ0) là đóng trong B với mọi y∗ ∈ graphS−1, γ0 ∈ Γ.

Khi đó, Φ là nửa liên tục dưới Hausdorff tại γ0.
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Chứng minh. Đầu tiên, ta chứng minh rằng Φ(γ0) là compắc. Lấy x∗α =

(xα, λα) ∈ Φ(γ0). Vì Λ là compắc, tồn tại một lưới con {λβ} của {λα}
sao cho λβ → λ0 ∈ Λ. Vì E là nửa liên tục trong với giá trị compắc, ta có

thể giả sử rằng xβ → x0 với x0 ∈ E(λ0) (có thể lấy một lưới con nếu cần

thiết). Với mọi y0 ∈ K2(x0, λ0), vì K2 là nửa liên tục dưới tại (x0, λ0),

tồn tại yβ ∈ K2(xβ, λβ) sao cho yβ → y0. Từ x
∗
β ∈ graphS−1, ta có

f(xβ, yβ, λβ) ∈ C.

Sử dụng giả thiết (ii), ta nhận được f(x0, y0, λ0) ∈ C. Do đó, x0 ∈ S(λ0),

nghĩa là, x∗0 ∈ graphS−1. Với mọi y∗ ∈ graphS−1, ta có

h(x∗β, y
∗, γ0) ∈ C ′,

do x∗β ∈ Φ(γ0). Ứng dụng giả thiết (v), ta kết luận h(x∗0, y
∗, γ0) ∈ C ′. Vì

vậy, x∗0 ∈ Φ(γ0), nghĩa là, Φ(γ0) là compắc. Kết hợp Bổ đề 1.1.6 và Định

lý 3.1.8, ta suy ra Φ là nửa liên tục dưới Hausdorff tại γ0.

Ví dụ sau đây được đưa ra để minh họa cho Định lý 3.1.1 và Định

lý 3.1.12 là có thể ứng dụng.

3.1.13 Ví dụ. Lấy X, Y, Z,W,A,Λ,Γ, A, C,C ′ như trong Ví dụ 3.1.2,

K1(x, λ) = K2(x, λ) = [λ, 1],

f(x, y, λ) = x+ y + λ+ 1,

h((x, λ1), (y, λ2), γ) = (x+ y + γ)(λ1 + λ2 + γ + 1).

Ta thấy rằng tất cả các điều kiện trong Định lý 3.1.1 và Định lý 3.1.12

là thỏa mãn, do đó bởi ứng dụng các định lý này ta có thể kết luận

Φ là liên tục Hausdorff trong Γ. Thật vậy, tính toán trực tiếp ta được

S(λ) = [λ, 1]và do đó

graphS−1 = {(x, λ) | x ∈ S(λ), λ ∈ [0, 1]} = [λ, 1]× [0, 1].
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Do đó ta nhận được Φ(γ) = [λ, 1]× [0, 1] với mọi γ ∈ Γ. Vì vậy Φ là liên

tục Hausdorff trong Γ.

Kết hợp các định lý 3.1.1, 3.1.5 và định lý 3.1.8, 3.1.12, ta thiết lập

các điều kiện đủ cho tính liên tục và tính liên tục Hausdorff của ánh xạ

nghiệm đến bài toán (BEP).

3.1.14 Định lý. (i) Giả sử tất cả các giả thiết của Định lý 3.1.8 thỏa

mãn. Khi đó, Φ là liên tục tại γ0, nếu các điều kiện của Định lý 3.1.1

hoặc Định lý 3.1.5 thỏa mãn.

(ii) Giả sử tất cả các giả thiết của Định lý 3.1.12 thỏa mãn. Khi đó, Φ là

liên tục Hausdorff tại γ0, nếu các điều kiện của Định lý 3.1.1 hoặc

Định lý 3.1.5 thỏa mãn.

Tiếp theo, chúng ta sẽ nghiên cứu cho một số áp dụng của bài toán

cân bằng hai mức. Vì bài toán (BEP) bao gồm nhiều mô hình liên quan

đến tối ưu, chúng ta có thể suy ra trực tiếp tương ứng của các kết quả ở

trên cho các trường hợp đặc biệt này. Sau đây ta chỉ xét cho một số hệ

quả cho hai mô hình bất đẳng thức biến phân với ràng buộc cân bằng và

bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng như là một ví dụ.

Đầu tiên, chúng ta xét bài toán bất đẳng thức biến phân với ràng

buộc cân bằng. Lấy X, Y, Z,W,C,C ′, A,B,Γ,Λ, K1, K2, f như trong bài

toán (SQEP) và lấy L(X × Y ;Z) là không gian của tất cả các toán tử

tuyến tính liên tục từ X ×Y vào Z và T : B×Γ→ L(X ×Y ;Z) là hàm

véctơ. 〈z, x〉 ký hiệu giá trị của một toán tử z ∈ L(X × Y ;Z) tại x ∈ B.

Với mọi γ ∈ Γ, chúng ta xét bất đẳng thức biến phân véctơ với ràng buộc

cân bằng sau: (VIEC) Tìm x̄∗ ∈ graphS−1 sao cho

〈T (x̄∗, γ), y∗ − x̄∗〉 ∈ C ′,∀y∗ ∈ graphS−1,

trong đó S(λ) là tập nghiệm của bài toán (SQEP).
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Đặt h(x∗, y∗, γ) = 〈T (x∗, γ), y∗−x∗〉, chúng ta thấy (VIEC) trở thành

một trường hợp đặc biệt của (BEP). Với γ ∈ Γ, chúng ta ký hiệu tập

nghiệm của (VIEC) bởi Ψ(γ) và luôn giả sử rằng Ψ(γ) 6= ∅ với mọi γ

trong lân cận của γ0 ∈ Γ.

Hệ quả sau đây được suy ra từ Định lý 3.1.1.

3.1.15 Hệ quả. Với bài toán (VIEC), ta giả sử rằng

(i) E là nửa liên tục trên với giá trị compắc và K2 là nửa liên tục dưới;

(ii) L≥C0f là đóng trong A× A× Λ;

(iii) tập {(x∗, y∗, γ) | 〈T (x∗, γ), y∗−x∗〉 ∈ C ′} là đóng trong B×B×{γ0}.

Khi đó, Ψ là nửa liên tục trên và đóng tại γ0.

3.1.16 Nhận xét. Hệ quả 3.1.15 vẫn thỏa mãn nếu giả thiết (i) được

thay thế bởi

(i’) A là compắc, K1 là đóng và K2 là nửa liên tục dưới.

Tiếp theo, chúng ta sẽ nghiên cứu bài toán tối ưu với ràng buộc

cân bằng. Lấy X, Y, Z,W,A,B,C,C ′,Λ,Γ, K1, K2, f như trong bài toán

(SQEP) và g : B × Λ → Z là một hàm véctơ. Với mọi γ ∈ Γ, chúng ta

xét bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng sau:

(OPEC) Tìm x̄∗ ∈ graphS−1 sao cho

g(y∗, γ) ∈ g(x̄∗, γ) + C ′,∀y∗ ∈ graphS−1,

trong đó S(λ) là tập nghiệm của bài toán (SQEP).

Đặt h(x∗, y∗, γ) = g(y∗, γ) − g(x∗, γ), ta thấy rằng (OPEC) là một

trường hợp đặc biệt của (BEP). Với γ ∈ Γ, chúng ta ký hiệu tập nghiệm
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của bài toán (OPEC) bởi Ξ(γ) và giả sử rằng Ξ(γ) 6= ∅ với mọi γ trong

một lân cận của γ0 ∈ Γ. Ứng dụng Định lý 3.1.1, chúng ta nhận được kết

quả sau.

3.1.17 Hệ quả. Với bài toán (OPEC), ta giả sử rằng

(i) E là nửa liên tục trên với giá trị compắc và K2 là nửa liên tục dưới;

(ii) L≥C0f là đóng trong A× A× Λ;

(iii) tập {(x∗, y∗, γ) | g(y∗, γ)−g(x∗, γ) ∈ C ′} là đóng trong B×B×{γ0}.

Khi đó, Ξ là nửa liên tục trên và đóng tại γ0.

3.1.18 Nhận xét. Hệ quả 3.1.17 vẫn thỏa mãn nếu giả thiết (i) được

thay thế bởi

(i’) A là compắc, K1 là đóng và K2 là nửa liên tục dưới.

3.2 Tính đặt chỉnh của bài toán cân bằng hai mức

Cho X,W,Z là các không gian Banach, A và Λ tương ứng là các tập

con đóng khác rỗng của X vàW , C1 : A⇒ Z là ánh xạ đa trị sao cho với

mọi x ∈ A, C1(x) là một nón lồi đóng và có đỉnh với intC1(x) 6= ∅. Với
i = 1, 2, lấy Ki : A× Λ ⇒ A là các ánh xạ đa trị và f : A×A× Λ→ Z

là ánh xạ véctơ. Với λ ∈ Λ, chúng ta xét bài toán tựa cân bằng mạnh với

nón di động sau:

(MSQEP) Tìm x̄ ∈ K1(x̄, λ) sao cho

f(x̄, y, λ) ∈ C1(x̄),∀y ∈ K2(x̄, λ).

Với λ ∈ Λ, chúng ta ký hiệu tập nghiệm của bài toán (MSQEP) bởi S(λ).
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Cho Y là không gian Banach, B = A × Λ, C2 : B ⇒ Y là hàm

đa trị sao cho với mọi x∗ ∈ B, C2(x
∗) là một nón lồi đóng có đỉnh với

intC2(x
∗) 6= ∅ và h : B×B → Y là hàm véctơ. Với mỗi γ0 ∈ Γ, chúng ta

xét bài toán cân bằng véctơ hai mức với nón di động sau:

(MBEP) Tìm x̄∗ ∈ graphS−1 sao cho

h(x̄∗, y∗) ∈ C2(x̄
∗),∀y∗ ∈ graphS−1,

trong đó S(λ) là tập nghiệm của (MSQEP) và

graphS−1 := {(x, λ) ∈ A× Λ | x ∈ S(λ)}.

Chúng ta ký hiệu tập nghiệm của (MBEP) bởi Ψ, nghĩa là,

Ψ = {x̄∗ ∈ graphS−1 | h(x̄∗, y∗) ∈ C2(x̄
∗), ∀y∗ = (y, λ) ∈ graphS−1}.

Vì đã có nhiều kết quả nghiên cứu về điều kiện tồn tại của bài toán cân

bằng hai mức ([20], [24], [28]) nên chúng ta giả sử các nghiệm của bài

toán này là tồn tại.

Từ các khái niệm về nửa liên tục trong Anh và Hien ([1]) và Tanaka

([67]), chúng ta đưa ra một số khái niệm về nửa liên tục với nón di

động sau.

3.2.1 Định nghĩa. Cho C : X ⇒ Z là một hàm đa trị sao cho với mọi

x ∈ X, C(x) là nón lồi, đóng có đỉnh với intC(x) 6= ∅. Lấy f : X×Λ→ Z

là hàm véctơ. Hàm f được gọi là nửa liên tục trên theo nón C (viết tắt

là C-nửa liên tục trên) tại (x0, λ0) nếu với bất kỳ lân cận V của gốc θZ

trong Z, tồn tại một lân cận U của (x0, λ0) sao cho với mọi (x, λ) ∈ U ,

f(x, λ) ∈ f(x0, λ0) + V − C(x0).

Nếu f là C-nửa liên tục trên trong toàn bộ X ×Λ, thì ta nói f là C-nửa

liên tục trên.
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3.2.2 Mệnh đề. Các điều kiện sau đây là tương đương.

(a) f là C-nửa liên tục trên.

(b) Với mọi (x0, λ0) ∈ X × Λ và d ∈ intC(x0), tồn tại một lân cận

U của (x0, λ0) sao cho f(x, λ) ∈ f(x0, λ0) + d − intC(x0) với mọi

(x, λ) ∈ U .

(c) Với mọi (x0, λ0) ∈ X × Λ và a ∈ Z, f−1(a− intC(x0)) là mở.

Chứng minh. Đầu tiên, chúng ta chứng tỏ rằng (a) là tương đương với

(b). Lấy (x0, λ0) ∈ X × Λ và d ∈ intC(x0). Khi đó, V = d − intC(x0)

là một lân cận gốc θZ trong Z. Nếu (a) xác định, khi đó tồn tại một lân

cận U của (x0, λ0) thỏa mãn f(x, λ) ∈ f(x0, λ0) + V − C(x0) với mọi

(x, λ) ∈ U. Vì C(x0) là một nón lồi, −intC(x0) − C(x0) = −intC(x0)

([68, Theorem 2.2]), f(x, λ) ∈ f(x0, λ0)+d−intC(x0) với mọi (x, λ) ∈ U,
và do đó (b) xác định. Lấy (x0, λ0) ∈ X×Λ và một lân cận V của gốc θZ

trong Z. Vì C(x0) là nón lồi có đỉnh với intC(x) 6= ∅, tồn tại d ∈ intC(x0)

sao cho d ∈ V . Nếu (b) là đúng, tồn tại một lân cận U của (x0, λ0) thỏa

mãn f(x, λ) ∈ f(x0, λ0)+d−intC(x0) với mọi (x, λ) ∈ U. Vì vậy (a) thỏa

mãn. Bây giờ, chúng ta chứng tỏ (b) là tương đương với (c). Giả sử rằng

với mọi a ∈ Y , f−1(a − intC(λ0)) là mở với mọi (x0, λ0) ∈ X × Λ. Với

d ∈ intC(x0), (x0, λ0) ∈ f−1(f(x0, λ0) + d− intC(x0)) là mở. Vì vậy tồn

tại một lân cận U của (x0, λ0) sao cho U ⊂ f−1(f(x0, λ0)+d− intC(x0)),

và do đó f(x, λ) ∈ f(x0, λ0) + d − intC(x0) với mọi (x, λ) ∈ U . Vì vậy

(b) xác định. Ngược lại, giả sử (b) là được thỏa mãn. Với a ∈ Z và

(x0, λ0) ∈ f−1(a− intC(x0)), đặt d = a− f(x0, λ0). Vì d ∈ intC(x0), tồn

tại một lân cận U của (x0, λ0) sao cho f(x, λ) ∈ f(x0, λ0) + d− intC(x0)

với mọi (x, λ) ∈ U, vì vậy f(x, λ) ∈ a−intC(x0). Do đó, f−1(a−intC(x0))

là mở, vậy (c) thỏa mãn.
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Áp dụng Mệnh đề 3.2.2, ta nhận được kết quả quan trọng sau.

3.2.3 Mệnh đề. Giả sử f và g là C-nửa liên tục trên và k ∈ (0,+∞).

Khi đó,

(i) f + g là C-nửa liên tục trên.

(ii) kf là C-nửa liên tục trên.

Chứng minh. (i) Với mọi (x0, λ0) ∈ X × Λ và d ∈ intC(x0). Vì f và

g là C-nửa liên tục trên, sử dụng Mệnh đề 3.2.2, ta có một lân cận U

(x0, λ0) sao cho với mọi (x, λ) ∈ U , f(x, λ) ∈ f(x0, λ0) + 1
2d− intC(x0),

và g(x, λ) ∈ g(x0, λ0) + 1
2d − intC(x0). Vì vậy, (f + g)(x, λ) ∈ (f +

g)(x0, λ0) + d− intC(x0), với mọi (x, λ) ∈ U . Từ Mệnh đề 3.2.2, f + g là

C-nửa liên tục trên.

(ii) Tính C- nửa liên tục trên của kf là chứng minh tương tự.

Nếu X = Λ = Z = R, C(x) ≡ R+, và f(x, λ) ≡ h(x). Ta suy ra từ

Mệnh đề 3.2.2 rằng tính C-nửa liên tục trên của h suy ra khái niệm gốc

của tính nửa liên tục trên.

Tiếp theo, chúng ta đưa ra một số khái niệm đặt chỉnh của Levitin-

Polyak cho bài toán cân bằng véctơ hai mức và mô tả mêtric của các

khái niệm này. Lấy e1 : A → Z và e2 : B → Y là các hàm liên tục thỏa

mãn e1(x) ∈ intC1(x) và e2(x
∗) ∈ intC2(x

∗) với mọi x ∈ A và x∗ ∈ B,

tương ứng.

3.2.4 Định nghĩa. Một dãy {x∗n} := {(xn, λn)} được gọi là dãy xấp xỉ

Levitin-Polyak (LP) của (MBEP) nếu

(i) {x∗n} := {(xn, λn)} ⊂ A× Λ,∀n ∈ N;
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(ii) Tồn tại một dãy {εn} ⊂ R+ hội tụ đến 0 sao cho

d(xn, K1(xn, λn)) ≤ εn, ∀n ∈ N,

f(xn, y, λn) + εne1(xn) ∈ C1(xn),∀y ∈ K2(xn, λn) và

h(x∗n, y
∗) + εne2(x

∗
n) ∈ C2(x

∗
n),∀y∗ ∈ graphS−1,

trong đó d(a,M) := infb∈M d(a, b) là khoảng cách từ điểm đến tập.

3.2.5 Định nghĩa. Bài toán (MBEP) được gọi là đặt chỉnh Levitin-

Polyak (LP) nếu

(i) Bài toán (MBEP) có nghiệm duy nhất;

(ii) Mỗi dãy xấp xỉ Levitin-Polyak {x∗n} của (MBEP) hội tụ đến nghiệm

duy nhất.

3.2.6 Định nghĩa. Bài toán (MBEP) được gọi là đặt chỉnh Levitin-

Polyak (LP) tổng quát nếu

(i) Ψ là khác rỗng;

(ii) với mọi dãy xấp xỉ Levitin-Polyak {x∗n} của (MBEP), tồn tại một

dãy con hội tụ đến một số điểm của Ψ.

3.2.7 Nhận xét. Trong [46] các tác giả đã xét bài toán cân bằng hai

mức véctơ yếu và nghiên cứu đặt chỉnh Levitin-Polyak cho bài toán này.

Tuy nhiên, dãy xấp xỉ được giới thiệu trong Định nghĩa 3.2.4 là dãy xấp

xỉ Levitin-Polyak cho cả bài toán mức trên và bài toán mức dưới. Do đó,

khái niệm của đặt chỉnh Levitin-Polyak trong Định nghĩa 3.2.5 và Định

nghĩa 3.2.6 là khác từ các khái niệm trong [46].
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Với ε ∈ R+, tập nghiệm xấp xỉ của (MBEP) là

Ψ̃(ε) := {x∗ =(x, λ) ∈ graphS−1 | d(x,K1(x, λ)) ≤ ε,

f(x, y, λ) + εe1(x) ∈ C1(x),∀y ∈ K2(x, λ),

h(x∗, y∗) + εe2(x
∗) ∈ C2(x

∗), ∀y∗ ∈ graphS−1}.

Rõ ràng rằng với 0 ≤ ε1 ≤ ε2, Ψ̃(0) = Ψ và Ψ̃(ε1) ⊂ Ψ̃(ε2).

3.2.8 Định lý. Với bài toán (MBEP), ta giả sử rằng A và Λ là các tập

compắc và các điều kiện sau đây thỏa mãn

(i) K1 là nửa liên tục trên với giá trị compắc và K2 là nửa liên tục dưới;

(ii) f là C1-nửa liên tục trên;

(iii) với mọi y∗ ∈ graphS−1, h(·, y∗) là C2-nửa liên tục trên;

(iv) C1 và C2 là nửa liên tục trên Hausdorff.

Khi đó, Ψ̃ là nửa liên tục trên tại 0 và có giá trị compắc.

Chứng minh. Giả sử ngược lại rằng Ψ̃ là không nửa liên tục trên tại 0.

Khi đó, tồn tại một tập con mở U , Ψ̃(0) = Ψ ⊂ U và một dãy {εn} ⊂ R+

hội tụ đến 0 sao cho tồn tại x∗n = (xn, λn) ∈ Ψ̃(εn) \ U với mọi n. Vì A

và Λ là compắc, ta có thể giả sử rằng {x∗n} hội tụ đến x∗0 = (x0, λ0) ∈
A × Λ. Chúng ta chứng tỏ x∗0 ∈ Ψ̃(0). Từ K1 có giá trị compắc, tồn tại

x̄n ∈ K1(xn, λn) thỏa mãn d(xn, x̄n) = d(xn, K1(xn, λn)). Từ Bổ đề 1.1.6,

ta giả sử x̄n hội tụ đến x̄0 ∈ K1(x0, λ0). Vì (xn, x̄n, εn) → (x0, x̄0, 0) và

d(xn, x̄n) ≤ εn, ta suy ra d(x0, x̄0) = 0. Thật vậy, nếu d(x0, x̄0) =: r > 0,

khi đó tồn tại n0 ∈ N sao cho d(x0, xn), d(x̄n, x̄0) và εn là nhở hơn r
4 với

mọi n ≥ n0, và do đó

r = d(x0, x̄0) ≤ d(x0, xn) + d(xn, x̄n) + d(x̄n, x̄0) ≤
r

4
+
r

4
+
r

4
=

3r

4
,
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điều này không thể. Vì vậy, x0 ∈ K(x0, λ0). Tiếp theo ta chứng tỏ

f(x0, y, λ0) ∈ C1(x0) với mọi y ∈ K2(x0, λ0). Lấy y0 ∈ K2(x0, λ0) là

tùy ý. Vì K2 là nửa liên tục dưới, tồn tại yn ∈ K2(xn, λn) hội tụ đến y0.

Do x∗n ∈ Ψ̃(εn), ta có

f(xn, yn, λn) + εne1(xn) ∈ C1(xn),∀n.

Đặt g : X×X×Λ×R+ → Z được đưa ra bởi g(x, y, λ, ε) = f(x, y, λ) +

εe1(x). Vì f là C1-nửa liên tục trên, Mệnh đề 3.2.3 suy ra g là C1-nửa

liên tục trên.

Với mọi lân cận B của gốc θZ , tồn tại một lân cận cân B1 của θZ ,

nghĩa là, −B1 = B1 sao cho B1 + B1 ⊂ B. Vì C1 là nửa liên tục trên

Hausdorff và g là C1-nửa liên tục trên, tồn tại n0 ∈ N sao cho C1(xn)

⊂ C1(x0) +B1 và g(xn, yn, λn, εn) ∈ g(x̄, y, λ, 0) + B1 − C1(x0) với mọi

n ≥ n1. Từ tập cân B1, ta có

g(x0, y0, λ0, 0) ∈ g(xn, yn, λn, εn)−B1 + C1(x0)

= g(xn, yn, λn, εn) +B1 + C1(x0),

và do đó g(x0, y0, λ0, 0) ∈ C1(xn) +B1 +C1(x0). Vì C1(x0) là nón lồi, ta

nhận được

g(x0, y0, λ0, 0) ∈ C1(x0) +B1 +B1 + C1(x0) ⊂ C1(x0) +B.

Do B là tùy ý và C1(x0) là đóng, ta suy ra rằng

f(x0, y0, λ0) = g(x0, y0, λ0, 0) ∈ C1(x0).

Sử dụng phương pháp chứng minh tương tự như trên ta có h(x∗0, y
∗) ∈

C2(x
∗
0) với mọi y∗ ∈ graphS−1. Do đó, x∗0 ∈ Ψ = Ψ̃(0) ⊂ U , điều này

không thể vì x∗n /∈ U với mọi n. Vì vậy, Ψ̃ là nửa liên tục trên.

Lý luận tương tự như trên ta cũng chứng minh được Ψ̃(0) là đóng.

Từ tính compắc của A và Λ, ta kết luận rằng Ψ̃(0) là compắc.
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Bây giờ, chúng ta nghiên cứu mối quan hệ giữa đặt chỉnh Levitin-

Polyak tổng quát và tính nửa liên tục trên của ánh xạ nghiệm xấp xỉ.

3.2.9 Định lý. Bài toán (MBEP) là đặt chỉnh Levitin-Polyak tổng quát

khi và chỉ khi Ψ̃ là nửa liên tục trên và có giá trị compắc khác rỗng tại 0.

Chứng minh. Giả sử rằng Ψ̃ là nửa liên tục trên và có giá trị compắc khác

rỗng tại 0. Lấy {x∗n} là một dãy xấp xỉ Levitin-Polyak của (MBEP). Khi

đó, tồn tại một dãy {εn} ⊂ R+ hội tụ đến 0 sao cho

d(xn, K1(xn, λn)) ≤ εn,∀n ∈ N,

f(xn, y, λn) + εne1(xn) ∈ C1(xn),∀y ∈ K2(xn, λn) và

h(x∗n, y
∗) + εne2(x

∗
n) ∈ C2(x

∗
n),∀y∗ = (y, λ) ∈ graphS−1.

Do đó, x∗n ∈ Ψ̃(εn). Vì Ψ̃ là nửa liên tục trên và có giá trị compắc khác

rỗng tại 0, ta suy ra từ Bổ đề 1.1.6 rằng tồn tại một dãy con {x∗nk} của
{x∗n} hội tụ đến một số điểm x∗0 ∈ Ψ̃(0) = Ψ. Vì vậy, bài toán (MBEP)

là đặt chỉnh Levitin-Polyak tổng quát.

Ngược lại, giả sử rằng bài toán (MBEP) là đặt chỉnh Levitin-Polyak

tổng quát. Rõ ràng Ψ = Ψ̃(0) là khác rỗng và compắc. Với {εn} ⊂ R+

hội tụ đến 0 và x∗n = (xn, λn) ∈ Ψ̃(εn), ta có

d(xn, K1(xn, λn)) ≤ εn, ∀n ∈ N,

f(xn, y, λn) + εne1(xn) ∈ C1(xn),∀y ∈ K2(xn, λn) và

h(x∗n, y
∗) + εne2(x

∗
n) ∈ C2(x

∗
n),∀y∗ = (y, λ) ∈ graphS−1.

Vì vậy, {x∗n} là dãy xấp xỉ Levitin-Polyak của (MBEP). Từ tính đặt chỉnh

Levitin-Polyak tổng quát của (MBEP), tồn tại một dãy con {x∗nk} của

{x∗n} hội tụ đến một số điểm của x∗0 ∈ Ψ = Ψ̃(0). Vì vậy, Ψ̃ nửa liên tục

trên tại 0.



78

Kết hợp Định lý 3.2.8 và Định lý 3.2.9, ta nhận được mối quan hệ

giữa đặt chỉnh Levitin-Polyak và sự tồn tại nghiệm của (MBEP).

3.2.10 Định lý. Giả sử rằng tất cả các giả thiết của Định lý 3.2.8 thỏa

mãn. Khi đó,

(i) Bài toán (MBEP) là đặt chỉnh Levitin-Polyak tổng quát khi và chỉ

khi Ψ là khác rỗng.

(ii) Bài toán (MBEP) là đặt chỉnh Levitin-Polyak khi và chỉ khi Ψ là

đơn phần tử.

Bây giờ, chúng ta trình bày đặc trưng mêtric cho tính đặt chỉnh

Levitin-Polyak về dáng điệu của tập nghiệm xấp xỉ mà không cần tính

compắc của A và Λ.

3.2.11 Định lý. Giả sử rằng tất cả các giả thiết (i)-(iv) của Định lý 3.2.8

thỏa mãn. Khi đó, bài toán (MBEP) là đặt chỉnh Levitin-Polyak khi và

chỉ khi

Ψ̃(ε) 6= ∅,∀ε ≥ 0 và diamΨ̃(ε)→ 0 khi ε→ 0.

Chứng minh. Giả sử bài toán (MBEP) là đặt chỉnh Levitin-Polyak. Khi

đó, Ψ = {x∗0}, vì vậy Ψ̃(ε) 6= ∅ với mọi ε ≥ 0. Nếu diamΨ̃(ε) 6→ 0 khi

ε→ 0 khi đó tồn tại ρ > 0 và εn ≥ 0 hội tụ đến 0 sao cho diamΨ̃(εn) > ρ

với mọi n ∈ N. Khi đó, tồn tại x∗n
1 = (x1

n, λ
1
n), x

∗
n

2 = (x2
n, λ

2
n) thuộc Ψ̃(εn)

sao cho d((x∗n
1, x∗n

2) > ρ
2 . Từ định nghĩa của Ψ̃(εn), x

∗
n

1 và x∗n
2 cũng là

dãy xấp xỉ Levitin-Polyak của (MBEP). Do đó, hai dãy {x∗n1} và {x∗n2}
hội tụ đến nghiệm duy nhất x∗0 của (MBEP), điều này mâu thuẫn với

thực tế rằng d(x∗n
1, x∗n

2) > ρ
2 > 0 với mọi n.

Ngược lại, lấy {x∗n} = {(xn, λn)} là một dãy xấp Levitin-Polyak của
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(MBEP). Khi đó, tồn tại {εn} ⊂ R+ hội tụ đến 0 sao cho

d(xn, K1(xn, λn)) ≤ εn,

f(xn, y, λn) + εne1(xn) ∈ C1(xn),∀y ∈ K2(xn, λn) và

h(x∗n, y
∗) + εne2(x

∗
n) ∈ C2(x

∗
n),∀y∗ ∈ graphS−1.

Điều này suy ra rằng x∗n ∈ Ψ̃(εn). Từ diamΨ̃(εn) → 0 khi εn → 0, {x∗n}
là một dãy Cauchy. Do đó, {x∗n} hội tụ đến một số điểm x∗0 ∈ A× Λ. Sử

dụng lý luận như đã đưa ra trong chứng minh của Định lý 3.2.8, chúng

ta cũng nhận được x∗0 ∈ Ψ.

Cuối cùng, ta chứng minh rằng Ψ là đơn phần tử. Nếu Ψ có hai nghiệm

phân biệt x∗1 và x∗2, khi đó x
∗
1, x
∗
2 ∈ Ψ̃(ε) với mọi ε ≥ 0. Ta có

0 < d(x∗1, x
∗
2) ≤ diamΨ̃(ε)→ 0,

điều này là không thể. Vì vậy, bài toán (MBEP) là đặt chỉnh Levitin-

Polyak.

Bây giờ, chúng ta nghiên cứu bài toán mạng giao thông với ràng buộc

cân bằng như là phần ứng dụng.

Đầu tiên, chúng ta nhắc lại mô hình bài toán mạng giao thông đã được

nghiên cứu bởi nhiều tác giả như Wardrop ([70]), Smith ([66]) De Luca

([27]), Anh và Khanh ([9]). Cho một mạng giao thông L = (N,A), trong

đó N là các nút mạng (ngã tư, sân bay, nhà ga,...) và A là các đường

liên kết. Đặt Q = (Q1, Q2, ..., Qn) là tập các cặp gốc-đích (viết tắt là cặp

O/D). Giả sử rằng một cặp Qi, i = 1, 2, ..., n là được kết nối bởi một tập

các đường Si, trong đó Si chứa si ≥ 1 đường. Đặt F = (F1, F2, ..., Fm) là

biểu thị cho dòng véctơ, trong đó m =
∑n

i=1 si. Khả năng thông xe của

đường và điều kiện ràng buộc là

F ∈ C = {F ∈ Rm : 0 ≤ ωp ≤ Fp ≤ Ωp, p = 1, 2, ...,m},
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trong đó ωp và Ωp là các số thực, C ⊂ Rm là khác rỗng. Giả sử phí vận

chuyển trên đường Fp, p = 1, 2, ...,m, phụ thuộc trên toàn bộ dòng véctơ

F là Tp(F, λ) ≥ 0 với λ ∈ Λ là tham số nhiễu. Khi đó, chi phí trên

đường là

T (F, λ) = (T1(F, λ), T2(F, λ), ..., Tm(F, λ)).

Một dòng véctơ H được gọi là dòng cân bằng nếu

∀Qi,∀ξ ∈ Si,∀τ ∈ Si sao cho

[Tξ(H,λ) < Tτ(H,λ)]⇒ [Hξ = Ωξ hoặc Hτ = ωτ ].

Giả sử nhu cầu vận chuyển ψi của cặp O/D, Qi, i = 1, 2, ..., n phụ thuộc

trên λ ∈ Λ và cũng phụ thuộc trên dòng cân bằng H. Do đó, xét tất cả

các cặp O/D, ta có ánh xạ ψ : Rm
+ × Λ → Rn

+. Chúng ta sử dụng khái

niệm Kronecker

φiτ =

{
1 nếu τ ∈ Si,
0 nếu τ 6∈ Si.

và

φ = {φiτ}, i = 1, 2, ..., n, và τ = 1, 2, ...,m.

Khi đó, các dòng đáp ứng nhu cầu được gọi là dòng chấp nhận được là tập

K(H,λ) = {F ∈ C | φF = ψ(H, λ)}.

3.2.12 Bổ đề. ([11, Lemma 5.2]) Một dòng véctơ H ∈ K(H,λ) là dòng

cân bằng khi và chỉ khi nó là nghiệm của bài toán bất đẳng thức tựa biến

phân sau đây

(TN) Tìm H ∈ K(H, λ) sao cho

〈T (H,λ), F −H〉 ≥ 0,∀F ∈ K(H, λ).

Cho X = W = Rm, Z = Rn, Y = R, C2(H
∗) = R+, K1(H,λ) =

K2(H, λ) = K(H,λ) và A, Y,Λ, C1(H), e1 như bài toán (MBEP). Lấy
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T : B → L(X ×W ;Y ) là hàm véctơ. Chúng ta xét bài toán mạng giao

thông với ràng buộc cân bằng sau.

(TNEC) Tìm H̄∗ ∈ graphS−1 sao cho

〈T (H̄∗), F ∗ − H̄∗〉 ≥ 0,∀F ∗ = (F, λ) ∈ graphS−1,

trong đó S(λ) là tập nghiệm của (MSQEP).

Ký hiệu tập nghiệm của (TNEC) bởi Φ, nghĩa là,

Φ = {H̄∗ ∈ graphS−1 | 〈T (H̄∗), F ∗ − H̄∗〉 ≥ 0, ∀F ∗ ∈ graphS−1}.

3.2.13 Định nghĩa. Một dãy {H∗n} := {(Hn, λn)} được gọi là dãy xấp

xỉ Levitin-Polyak cho (TNEC) nếu

(i) {H∗n} := {(Hn, λn)} ⊂ A× Λ,∀n ∈ N;

(ii) Tồn tại một dãy {εn} ⊂ R+ hội tụ về 0 sao cho

d(Hn, K(Hn, λn)) ≤ εn, ∀n ∈ N,

f(Hn, F, λn) + εne1(Hn) ∈ C1(Hn),∀F ∈ K(Hn, λn),

〈T (H∗n), F ∗ −H∗n〉+ εn ≥ 0,∀F ∗ ∈ graphS−1.

3.2.14 Định nghĩa. Bài toán (TNEC) được gọi là đặt chỉnh Levitin-

Polyak nếu

(i) Bài toán (TNEC) có nghiệm duy nhất H∗0 ;

(ii) Mỗi dãy xấp xỉ Levitin-Polyak {H∗n} cho (TNEC) hội tụ đến nghiệm

duy nhất H∗0 .

3.2.15 Định nghĩa. Bài toán (TNEC) được gọi là đặt chỉnh Levitin-

Polyak tổng quát nếu

(i) Tập nghiệm Φ của (TNEC) khác rỗng;
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(ii) Với mọi dãy xấp xỉ Levitin-Polyak {H∗n} cho (TNEC), tồn tại một

dãy con hội tụ đến một số điểm của Φ.

Với ε ∈ R+, chúng ta ký hiệu tập nghiệm xấp xỉ của (TNEC) bởi

Φ̃(ε) := {H∗ ∈ graphS−1 | d(H,K(H,λ)) ≤ ε,

f(H,F, λ) + εe1(H) ∈ C1(H),∀F ∈ K(H,λ),

〈T (H∗), F ∗ −H∗〉+ ε ≥ 0, ∀F ∗ ∈ graphS−1}.

Bây giờ, chúng ta nhắc lại một số kết quả quan trọng sau đây.

3.2.16 Bổ đề. ([9, Lemma 3.3]) Giả sử rằng K(H, λ) là giá trị compắc

và ψ là liên tục. Khi đó, K là liên tục.

Từ các kết quả trên ta nhận được các hệ quả sau:

3.2.17 Hệ quả. Với bài toán (TNEC), ta giả sử rằng

(i) ψ là liên tục;

(ii) f là C1-nửa liên tục trên;

(iii) Hàm (H∗, F ∗) 7−→ 〈T (H∗), F ∗ −H∗〉 là nửa liên tục trên.

Khi đó, bài toán (TNEC) là đặt chỉnh Levitin-Polyak tổng quát khi và chỉ

khi Φ̃ là nửa liên tục trên tại 0 và có giá trị compắc.

Chứng minh. Đặt X = W = Rm, Z = Rn, Y = R, C2(H
∗) = R+,

K1(H, λ) = K2(H,λ) = K(H,λ), h(H∗, F ∗) = 〈T (H∗), F ∗ − H∗〉, bài
toán (TNEC) trở thành một trường hợp đặc biệt của (MBEP).

3.2.18 Hệ quả. Giả sử rằng tất cả các điều kiện trong Hệ quả 3.2.17

được thỏa mãn. Khi đó, (TNEC) là đặt chỉnh Levitin-Polyak khi và chỉ

khi

Φ̃(ε) 6= ∅,∀ε ≥ 0 và diamΦ̃(ε)→ 0 khi ε→ 0.
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3.3 Kết luận Chương 3

Trong Chương 3, chúng tôi đã đạt được những kết quả sau đây:

- Thiết lập bài toán cân bằng hai mức véctơ phụ thuộc tham số

(MBEP). Sau đó, chúng tôi khảo sát các tính nửa liên tục và liên tục

của chúng (Định lý 3.1.1, Định lý 3.1.5, Định lý 3.1.8, Định lý 3.1.12 và

Định lý 3.1.14).

- Từ các kết quả trong Mục 3.1, chúng tôi áp dụng cho bất đẳng thức

biến phân với ràng buộc cân bằng và bài toán tối ưu với ràng buộc cân

bằng (Hệ quả 3.1.15 và Hệ quả 3.1.17).

- Thiết lập bài toán cân bằng hai mức véctơ với nón di động (MBEP).

Sau đó, chúng tôi nghiên cứu mối quan hệ của tính đặt chỉnh với tính nửa

liên tục trên của nghiệm xấp xỉ và sự tồn tại nghiệm (Định lý 3.2.8, Định

lý 3.2.9 và Định lý 3.2.10) và thiết lập tính đặt chỉnh Levitin-Polyak và

đặt chỉnh Levitin-Polyak tổng quát (Định lý 3.2.11).

- Từ các kết quả chính trong Mục 3.2, chúng tôi áp dụng cho bài toán

mạng giao thông với ràng buộc cân bằng. Các kết quả thu được là Hệ

quả 3.2.17 và Hệ quả 3.2.18.

Các kết quả trên đã được trích ra từ các bài báo:

1. L. Q. Anh and N. V. Hung (2018), Stability of solution mappings for

parametric bilevel vector equilibrium problems, Computational and

Applied Mathematics, 37, 1537–1549.

2. L. Q. Anh and N. V. Hung (2018), Levitin-Polyak well-posedness for

strong bilevel vector equilibrium problems and applications to traffic

network problems with equilibrium constraints, Positivity, 22, 1223–

1239.
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KẾT LUẬN CHUNG VÀ KIẾN NGHỊ

I. Kết luận chung

Luận án nghiên cứu về tính chất của tập nghiệm như tính liên tục,

tính hội tụ, tính ổn định và đặt chỉnh cho một số bài toán liên quan đến

tối ưu bao gồm bài toán cân bằng, bài toán bất đẳng thức biến phân, bài

toán cân bằng hai mức, bài toán bất đẳng thức biến phân với ràng buộc

cân bằng, bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng và bài toán mạng giao

thông với ràng buộc cân bằng. Kết quả đạt được trong luận án này là.

1. Thiết lập được các hàm đánh giá cho các bài toán tựa cân bằng

(QEP1) và (QEP2). Trên cơ sở hàm đánh giá, chúng tôi thiết lập giả

thiết căn bản (Hp) và (Hh). Sau đó, chúng tôi nghiên cứu các tính chất

liên tục của ánh xạ nghiệm cho các bài toán này. Trong mục áp dụng,

chúng tôi nghiên cứu bài toán bất đẳng thức tựa biến phân loại Minty và

Stampacchia (MQVI) và (SQVI).

2. Thiết lập được các dãy hàm đánh giá cho các bài toán tựa cân bằng

(QEP) và (QEPn) và khảo sát tính liên tục của chúng. Nghiên cứu tính

hội tụ trên, hội tụ dưới và hội tụ theo nghĩa Painlevé - Kuratowski của

tập nghiệm của bài toán (QEP) và (QEPn) trên cơ sở giả thiết căn bản

(Hh). Trong phần áp dụng, chúng tôi cũng thiết lập và nghiên cứu cho

dãy bài toán bất đẳng thức tựa biến phân loại (QVI) và (QVI)n.

3. Thu được các kết quả là các tính nửa liên tục và liên tục của bài
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toán cân bằng hai mức véctơ, bài toán bất đẳng thức biến phân với ràng

buộc cân bằng và bài toán tối ưu với ràng buộc cân bằng.

4. Nghiên cứu mối quan hệ của tính đặt chỉnh với tính nửa liên tục

trên của nghiệm xấp xỉ của bài toán cân bằng hai mức véctơ với nón di

động và mô tả mêtric các đặt chỉnh Levitin-Polyak và đặt chỉnh Levitin-

Polyak tổng quát cho bài toán này. Bài toán mạng giao thông với ràng

buộc cân bằng là cũng được chúng tôi nghiên cứu trong mục áp dụng.

II. Kiến nghị

Trong thời gian tới, chúng tôi mong muốn tiếp tục nghiên cứu các vấn

đề sau:

1. Nghiên cứu về sự tồn tại nghiệm cho các bài toán liên quan đến tối

ưu như bài toán mạng giao thông, bài toán tối ưu, bài toán cân bằng, bài

toán bao hàm biến phân, bài toán quan hệ biến phân và các bài toán hai

mức tương ứng.

2. Nghiên cứu tính chất ổn định nghiệm cho một số bài toán liên quan

đến tối ưu với các giả thiết yếu hơn.

3. Nghiên cứu các dạng hội tụ khác nhau cho một số bài toán liên

quan đến tối ưu bằng việc sử dụng các loại hội tụ của các dãy tập và dãy

hàm khác nhau.

4. Nghiên cứu tính đặt chỉnh cho các bài toán lớn hơn như bài toán

bao hàm biến phân và bài toán quan hệ biến phân với một số giả thiết

phù hợp.
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