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MO DAU

1. Ly do chon dé tai

Thoi gian gan day, dinh 1y ergodic va luat s6 16n ddi véi cac bién ngau nhién da
tri da duge nhiéu nha toan hoc quan tam nghién cttu va cé nhiéu tng dung trong
t6i wu ngau nhien, thong ke, toan kinh té, v hoc va mot s6 linh viie khac. Bién
ngau nhién da tri 14 sy md rong ctia phan tit ngdu nhién. Chinh vi vay, viéc nghién
cttu dinh 1y ergodic va luat s6 16n cho cac bién ngau nhién da tri khong chi c¢6 ¥
nghia 1y thuyét ma con c6 ¥ nghia thyc tién.

Thuyc tién doi héi chiing ta nghién cttu vé mang nhiéu chiéu cac bién ngau nhién.
D6i véi cau tric nhiéu chiéu, quan hé thi ty thong thuong trén tap cac chi sé6 khong
c6 tinh chat tuyén tinh. Do d6, khi mé rong cac dinh 1y gi6i han doi véi cac bién
ngau nhién da tri tit truong hop day sang truong hop mang nhiéu chi s6 tng véi
Nnax — 00 hodc Nyin — 0o, ching ta sé gap nhiéu diéu bat thuong. Diéu nay goép
phan lam cho cic két qua nghién citu vé cic dinh 1y gi6i han da tri dang luat sé
16n va dang dinh 1y ergodic do6i véi cau tric nhiéu chiéu c6 nhiéu ¥ nghia.

Ly thuyét ergodic bat nguon tit nganh co hoc thong ké. Nghién citu cac dinh 1y
ergodic dugc bat dau vao nhitng nam 1931-1932 bdi G. D. Birkhoff va
J. v. Neumann. Trong may thap ky gan day, dinh 1y ergodic Birkhoff da dugc md
rong theo hai huéng chinh: cho cau tric nhiéu chiéu va cho cédc ham da tri. Theo
huéng thit nhat, dau tien 14 vao nam 1951, N. Dunford va A. Zygmund da thiét lap
dinh 1y ergodic Birkhoff déi véi ho khong giao hoan cac phép bién déi bao toan do do
tuong ting cho cac truong hgp tham so rdi rac va tham so lien tuc. Két qua nay sau
d6 duge N. Dunford, J. T. Schwartz (ndm 1956) va N. A. Fava (nam 1972) tong quat
len cho truong hop toan tit. Cac két qua trén tiép tuc dude mé rong cho truong hop
tong c6 trong sb trong cac cong trinh ctia R. L. Jones va J. Olsen (nam 1994), M. Lin
va M. Weber (2007), F. Mukhamedov, M. Mukhamedov va S. Temir (nam 2008),
... Theo huéng thtt hai, vho nam 1991, J. Ban thiét 1ap dinh 1y ergodic Birkhoff
cho cac bién ngau nhién nhan gia tri tap compact hodc gia tri mo trén khong gian
Banach tng v6i hoi tu theo khoang cach Hausdorff. Cho t6i nam 2003, C. Choirat,
C. Hess va R. A. Seri thu dugc dinh 1y ergodic Birkhoff cho cac bién ngau nhién
da tri nhan gia tri tap 16i tng véi hoi tu Kuratowski. Gan day, vao nam 2011,
H. Ziat chitng minh dinh 1y ergodic Birkhoff cho cac bién ngau nhién da tri theo
cac loai hoi tu: Mosco, Wijsman va Slice. Do d6, nghién cttu dinh 1y ergodic Birkhoff

cho ¢4 cau trac nhiéu chiéu va cho cac ham da tri dang 14 van dé c6 tinh thoi su.



Luat s6 16n da tri duge ching minh lan dau tién vao nam 1975 bdi Z. Artstein
va R. A. Vitale cho cdc bién ngau nhién doc lap cting phan phdi, nhan gia tri
trén khong gian céc tap con compact ciia R¢, ng v6i hoi tu theo khoadng cach
Hausdorff. Két qua nay sau d6 dugec md rong theo hai huéng chinh: cho cac
bién ngau nhién nhan gia tri tap compact va cho cac bién ngau nhién nhan
gia tri tap déng. Theo huéng thi nhat, ching ta c6 thé tham khéo trong céc
cong trinh cia N. Cressie (nam 1978), C. Hess (ndam 1979), M. L. Puri va
D. A. Ralescu (nam 1983), F. Hiai (ndm 1984), Z. Artstein va J. C. Hansen (nam
1985), P. Teréan va I. Molchanov (nam 2006), ... Theo huéng thit hai, luat s6 lén
duge chiing minh dau tién vao nam 1981 bdi Z. Artstein va S. Hart cho hoi tu
Kuratowski déi véi cac bién ngau nhién doc lap cting phan phdi, nhan gia tri trén
khong gian cic tap con déng ciia RY. Sau d6 né dude tiép tuc nghién citu béi
F. Hiai va C. Hess cho hoi tu Mosco va Wijsman. Cho dén nay, nghién cttu ve luat
s6 16n cho cac bién ngau nhién da tri van la mot van dé co tinh thoi sy cia Iy
thuyét xac suat.

Luat s6 16n da tri chti yéu tap trung nghién cttu cac bién ngau nhién doc lap.
Tuy nhién, thuc té khong phai ldc nao ching ta ciing c6 thé gia thiét duge ring cac
bién ngau nhién la doc lap. Mot huéng phét trien ctia luat sé 16n da tri 1a nghién
cttu luat s6 16n doéi véi day va mang cic bién ngau nhién da tri ma diéu kién doc
lap dudce thay thé bdi cac dicu kién phu thudoc nhu doc lap doi mot, phu thudc
hoan doi duge, phu thudc 2-hoan déi dude. Pay 1a mot huéng nghién ctu cé gia
tri vé mat thuc tién.

Cac dinh 1y gi6i han dang luat so 16n va dang dinh 1y ergodic trong xac suat da
tri thuong duge nghién cttu cho cac bién ngau nhién nhan gia tri trén khong gian
cic tap con compact hodc khong gian cac tap con 16i hodc khong gian cac tap con
dong, ... ctia mot khong gian Banach. Do d6, cac két qua theo huéng nghién citu
nay va cac chiing minh ctia ching c6 sy két hop va giao thoa gitta 1y thuyét xac
suat, giai tich 16i va giai tich ham.

Hoi tu theo khoang cach Hausdorff thuong duge sit dung khi nghién citu cac
bién ngau nhién nhan gia tri tap compact. Déi véi cac bién ngau nhién da tri nhan
gia tri la tap dong, nguoi ta thuong sit dung cac loai hoi tu: Kuratowski, Mosco va
Wijsman. Hoi tu Kuratowski phit hop cho viéc thiét lap luat s6 16n da tri doi véi
cic khong gian hitu han chicu. Hoi tu Mosco 1a mot md rong ciia hoi tu Kuratowski
do6i v6i khong gian Banach. Loai hoi tu nay phit hop cho cac khong gian phan xa
va c6 tng dung thi vi trong cac bat ding thic bién phan. V6i mé rong phit hop



cho cac khong gian khong phan xa, hoi tu Wijsman da dugce giGi thiéu va thich
hop cho viéc nghién cttu vé téc do hoi tu va con dude st dung dé ching minh luat
s6 16n cho hoi tu Slice-mot loai hoi tu c6 nhieu tng dung trong téi wu ngau nhien.
Do vay, nghién ctiu cic dinh ly gidi han cho cac bién ngau nhién da tri theo cac

loai hoi tu Mosco va Wijsman mang t6i nhiéu dicu tha vi va ¥ nghia.

Véi cac 1y do néu trén, chiing toi chon dé tai nghién cttu cho luan an ctia minh
la: “Cac dinh 1y ergodic va luat s6 16n doi v6i mang cac bién ngiu nhién

da tri”.

2. Muc dich nghién cttu

Muc dich ctia luan an 1a thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu,
thiét lap luat s6 16n d6i v6i mang hai chi s6 v mang tam gidc cdc bién ngau nhién
da tri nhan gia tri trén khong gian cac tap con déng ctia khong gian Banach thuc,

kha ly véi cac gid thiét khac nhau.

3. D6i tuong nghién citu
- Dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu.

- Luat s6 16n d6i véi mang cac bién ngau nhién da tri.

4. Pham vi nghién ciu

Luan an tap trung nghién cttu dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu, luat
s6 16n do6i véi mang hai chi s6 va mang tam giac cac bién ngau nhién da tri nhan
gia tri trén khong gian cac tap con dong cua mot khong gian Banach thue, kha ly.
Cac loai hoi tu dude xét dén 1a hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman. D6i véi luat s6
16n da tri, cac bién ngau nhién da tri dugc gia thiét doc lap, hodc doc lap doi mot,

hosic phu thuodc 2-hoan déi dugc.

5. Phuong phap nghién ciu

Chitng t6i stt dung phdi hop céc phuong phap nghién citu Iy thuyét thuoc cac
chuyén nganh lyj thuyét zdc suat, gidi tich loi va gidi tich ham nhu: k§ thuat 10i
héa, dang dinh 1y Stolz, ...

6. Y nghia khoa hoc va thuc tién

Cac két qua ciia luan an goép phan lam phong phi thém cho huéng nghién citu
ve cac dinh 1y gi6i han trong xac suat da tri.

Luan an la tai lieu tham khao cho sinh vién, hoc vién cao hoc va nghién citu

sinh chuyén nganh Ly thuyét xac suat vd Thong ké toan hoc.



7. Tong quan va cau tric luan an

7.1. Tong quan vé luan an

Trong luan an nay, ching toi thiét 1ap cic dinh 1y gidi han ting véi topo Mosco
va topo Wijsman theo dang dinh 1y ergodic Birkhoff va dang luat s6 16n déi véi
mang cac bién ngau nhién da tri nhan gia tri trén khong gian cic tap con dong
cua khong gian Banach thuc, kha ly.

Trude hét ching to6i gi6i thieu mot s6 khai niém co ban vé xac suat trén khong
gian cac tap con dong cua mot khong gian Banach. Sau do, ching t6i chiing minh
mot so két qua vé hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman doéi véi mang nhiéu chiéu cac
tap con dong ctia khong gian Banach va ddi v6i mang nhicu chiéu cac bién ngau
nhién da tri.

D6i véi dinh 1y ergodic, ching toi thiét 1ap dinh 1y ergodic Birkhoff d6i véi cau
tric nhiéu chiéu cho cac truong hop: don tri va da tri. N6i rieng, dinh 1y ergodic
Birkhoff da tri dugc ching to6i thiét 1ap cho cau tric hai chicu.

D6i v6i luat s6 16n cho mang hai chi s6 cac bién ngau nhién da tri, chiung toi
nghién ctu cho trudng hop m vV n — oo. Két hop dang dinh 1y Stolz cho mang hai
chi s6, tinh chat ve sy hoi tu khi m VvV n — oo, ki thuat 16i héa cho méang hai chi s6
va cac bo dé ching minh trude dé, ching toi thiét lap duge luat sé 16n theo cac
loai hoi tu Mosco va Wijsman cho mang hai chiéu cic bién ngau nhién da tri. Cac
bién ngau nhién dugc gia thiét doc lap doi mot va ciing phan phoi, hoac doc lap va
nhan gia tri trén khong gian cac tdp con dong cua khong gian Rademacher dang
p, hosic phu thudc 2-hoan doi duge.

D6i vé6i luat s6 16n cho mang tam giac cidc bién ngau nhién da tri, ching toi
thiét 1ap luat s6 16n theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman cho cac bién ngau
nhién théa méan: doc lap theo hang va nhan gia tri trén khong gian cac tap con
déng cia khong gian Rademacher dang p. Dé thu dudc cac két qua trén, ching toi
thiét 1ap dang dinh 1y Stolz cho truong hop méang tam giac.

D@ thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff va luat s6 16n cho bién ngau nhién da tri
ting v6i hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman, ching t6i md rong ki thuat 16i hoa tu

truong hop day sang cac truong hgp mang hai chi s6 va mang tam giac.

7.2. CAu triic ctia luan an
Ngoai cac phan Mot s6 ky hieu thuong dung trong luan an, M6 dau, Két luan
chung va kién nghi, Danh muc cong trinh lién quan tryc tiép dén luan an va Tai

lieu tham khdo, noi dung chinh ctia luan an duge trinh bay trong bén chuong.



Chuong 1 duge danh dé giéi thieu mot s6 kién thiic co ban ctia khong gian cac
tap con dong ctia khong gian Banach, cac tinh chat vé giai tich 10i va giai tich ham,
thiét 1ap cac két qua hoi tu ddi véi cac topo Mosco va Wijsman cho mang cac tap
con dong cltia mot khong gian Banach va cho mang cic bién ngau nhién da tri.
Muc 1.1 trinh bay phan kién thic chuan bi bao gdm cac ky hieu, cac dinh nghia
va cac khai niém co ban lien quan dén noi dung ctia cd luan an. Muc 1.2 trinh bay
dinh nghia cac loai hoi tu thuong gap trén khong gian cac tap con dong ciia khong
gian Banach va chiing minh mot s6 tinh chat vé hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman
cho mang nhiéu chi s6. Muc 1.3 duge danh dé thiét lap cac két qua hoi tu theo céc
topd Mosco va Wijsman d6i v6i mang nhiéu chi s6 cac bién ngau nhién da tri. Cac
két qua nay dude st dung dé ching minh dinh 1y ergodic Birkhoff va luat s6 16n
da tri 6 cac chuong tiép theo.

Chuong 2 trinh bay vé dinh 1y ergodic Birkhoff d6i v6i cAu truc nhiéu chiéu
cho bién ngau nhién don tri va da tri. Muc 2.1 gidi thieu mot s6 khai niém va tinh
chat co ban cia ly thuyét ergodic phuc vu cho noi dung chinh ctia chuong. Trong
muc 2.2, ching toi thiét 1ap dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu cho phan
ti ngau nhién nhan gia tri trén khong gian Banach thuc va kha ly. Day 1a két qua
quan trong dé thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff da tri ¢6 cau tric nhiéu chiéu. Muc
2.3 trinh bay dinh ly ergodic Birkhoff dang hai chiéu cho bién ngau nhién da tri
theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman. Trong muc nay, ching t6i con chiing minh
dinh 1y ergodic Birkhoff da tri dang nhiéu chiéu déi véi truong hop phép bién doi
bao toan do do khong duge gid thiét 1a ergodic. Muc 2.4 trinh bay dinh 1y ergodic
Birkhoff dang hai chiéu cho bién ngau nhién md theo hai tu Mosco.

Chuong 3 dugc danh dé nghién cttu luat s6 16n déi véi mang hai chiéu céc bién
ngau nhién da tri theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman. Muc 3.1 trinh bay céc
b6 dé can thiét cho chiing minh céc két qua chinh ctia Chuong 3. Muc 3.2 dudc
danh dé thiét lap luat s6 16n doi v6i mang hai chi sé cac bién ngdu nhién da tri
cho cac truong hop: doc lap doi mot ciing phan phdi, hodic doc lap va nhan gia tri
trén khong gian cac tap con dong ctia khong gian Rademacher dang p, hoac phu
thuoc 2-hoan doi duge.

Chuong 4 trinh bay vé luat s6 16n ddi v6i mang tam giac cac bién ngau nhién
da tri theo céic loai hoi tu Mosco va Wijsman. Muc 4.1 thiét 1ap dang dinh 1y Stolz
cho truong hop mang tam giac. Muc 4.2 nghién citu luat s6 16n cho mang tam giac
cac bién ngau nhién da tri théa man: doc lap theo hang va nhan gia tri trén khong

gian cac tap con dong ctia khong gian Rademacher dang p.



CHUONG 1

MOT SO TINH CHAT
VE HOI TU MOSCO VA HOI TU WIJSMAN

Trong chuong nay, ching toi gidi thieu mot s6 khai niem co ban vé xac suat
trén khong gian cac tap con dong ctia mot khong gian Banach, nghién cttu cac loai
hoi tu va cac tinh chat can thiét vé gidi tich ham, gidi tich 16i trén khong gian nay.
Ching toi thiét 1ap mot s6 két qua hoi tu lién quan t6i cic topdo Mosco va Wijsman
d6i véi mang nhicu chi s6 cac tap con déng ciia mot khong gian Banach thuec, kha
ly va ddi v6i méang nhiéu chi s6 cic bién ngau nhién da tri. Cac két qué chinh cta

chuong dugc viét dua trén bai bao [1].

1.1. Mot sb kién thitc chuan bi

Trong luan an nay, néu khong néi gi thém, ta luon giad thiét rang (Q, A,P) 1a
mot khong gian xac suat, F 14 mot o-dai s6 con cua A, (X,| - ||) 1a khong gian
Banach thyc va kha ly, By 1a o-dai s6 Borel ctia X, X* 1a khong gian ddi ngau cla
X. Ky hiéu ¢(X) 1a ho tat ci cac tap con khéac rong va déng cia X.

Ky hieu N 1a tap cac s6 nguyéen duong, Q la tap céc sb6 hitu ti, R 1a tap cac so
thue va R, 1a tap cac s6 thyc khong am.

V6i mdi d € N, tréen tap hop N9, cac phan ti (1,1,...,1), (2,2,...,2),
(m1,ma,...,mq), (n1,n9,...,ng) lan lugt dugc ky hieu bdi 1, 2, m, n. Gid sui

d

n = (ny,ng,...,ng) € N¢, ta ky hiéu In| = [] ni, Nmax = max{n; : i =1,2,...,d} va
i=1

Ny, = min{n; : i = 1,2,...,d}. V6i hai s6 thuyc m va n, gia tri 16n nhat va gia tri

nhé nhat ciia ching tuong tng dudce ky hieu béi m v n vd m A n. Véi mdi a € R,
l6garit co s6 2 clia a V1 dugce ky hieu 1a log™ a. V6i m, n € N¢, ta viét m < n (tuong
ing, m < n) néu m; < n; (tuong tng, m; < n;) véi moi i = 1,2,...,d.

V6i A, B C X, clA va coA tuong tng ky hiéu bao déng va bao 107 déng clia A;
ham khoang cach d(-, A) cua A, khoang cach Hausdorff dy(A, B) cia A va B, ham
tua s(-, A) cia A, chuan ||A|| ctia A tuong ting duge dinh nghia béi



d(z, A) = inf{||lz —yl| -y € A}, (z € X),

dH(A7 B) = max{sup d(!)ﬁ', B)a sup d(yv A)}a
€A yeB

s(x™, A) = sup{(x*,y) 1y € A}, (a™ € X*),
[A[] = sup{|l«|| : = € A}.

bat B* = {z* € X* : [|z*|| < 1} va S* = {z* € X* . ||=z*| = 1}. Khi d6, B* va S*
tuong tng goi 1a hinh cau don vi déong va mat cau don vi ctia X*.
Ky hieu P(X) 1a tap tat ca cic tap con khéic rong ctia X. Trén P(X), ta trang

bi cac phép toan sau

A+B={a+b:ac Abe B},
A ={Xa:a€ A},

trong d6 A, B € P(X), A € R. N6i chung, khong ton tai phan tit doi clia A € P(X)
nén P(X) khong phai 1a mot khong gian tuyén tinh tng véi phép toan lay tdng va
lay tich vo huéng néu tren.

o-dai 86 trén ¢(X) sinh béi cac tap U~ := {C € ¢(X) : CNU # 0} v6i U la tap
md ctia X, duge goi 1a o-dai s6 Effros va dude ky hieu 1a Bex).-

1.1.1 Pinh nghia. Anh xa F : Q — ¢(X) duge goi 1a F-do duge néu véi moi
B € Byx), F~YB) e F. Anh xa F-do duge F con duoe goi 1a bién ngdu nhién da
tri F-do duge. Néu F = A thi ta néi gon F 1a bién ngau nhién da tri.

Cac phép toan doi véi cac bién ngau nhién da tri duge dinh nghia tuong tng 1a
cac phép toan trén P(X) cho mdi w € Q.

V6i m6i bién ngau nhién da tri F, ta ky hieu Ap = {F~'(B) : B € Byx)}. Khi
d6 Ap 1a o-dai s6 con bé nhat ctia A ma F do dude. Phan phoi zdc suat cia F 1a
do do xac suat Pp trén B,x) duge xac dinh béi Pp(B) = P(F~1(B)), B € B.x).

1.1.3 Dinh nghia. Mot ho cic bién ngau nhién da tri {F; : i € I} dudc goi 1a doc
lap (tuong tng, doc ldap doi mot) néu ho céc o-dai s6 sinh bdi chiung {Af, i € I}
1a doc lap (tuong ting, doc lap doi mot), va duge goi 1a cung phan phéi néu tat ca

cac phan phoi xac suat Pr,, i € I déu bang nhau.

1.1.4 Dinh nghia. Mot ho hitu han cac bién ngau nhien da tri {Fy, Fy,..., F,}
duge goi 1a hodn doi duge néu v6i moi phép thé « ciia tap {1,2,...,n} va moi tap
con {Bi, By, ..., Bp} cia By,

P(Fl € By,...,.F, € Bn) = P(Fﬁ(l) € By, .. .,Fw(n) S Bn).



Mot ho dém dude céc bién ngdu nhien da tri dude goi 1a hodn doi dwge néu moi

ho con hitu han ctia n6é déu hoén déi dugc.
1.1.5 Dinh nghia. Ho cac bién ngau nhién da tri {F; : i € I} dudc goi 1a 2-hodn
doi duge néu voi moi iy, iz, j1,j2 € I, i1 # iz, j1 # jo VA moi By, By € Bz,

P(FZI 6 Bl7E2 6 BQ) == P(Fjl E Bl,Fj2 6 BQ)

Mbi quan hé gitta tinh doc lap cting phan phoi, tinh doc lap doi mot ciing phan
phéi, tinh hoan déi dugc, tinh 2-hoan doi dudc va tinh cling phan phdi ctia ho cac

bién ngau nhien da tri duge thé hién béi so dd sau:

doc lap cting phan phdi —— doc lap doi mot cing phan phdi

| l

hoan déi dugc 2-hoan doéi dugc

l

cting phan phoi

Vé6i moi p > 1, ky hieu LP(F, X) 1a khong gian Banach cac phan tit ngau nhién
F-do dugde f: Q2 — X saocho || f |[,= (E | f ||p)% < o0o. Néu F = A thi LP(A4, X)
duge viét gon 1a LP(X). Néu X = R thi ta viét gon L? thay cho LP(R).

V6i mdi p > 1 va mdi bién ngau nhieén da tri F-do duge F, dit

Sh(F)={fe’(F,X): f(w) € F(w) h.cc.}.

Trong trudng hop F = A ta viét Sh(A) gon lai la SP.

1.1.8 Dinh nghia. Bién ngau nhién da tri F : Q — ¢(X) dugc goi 1a khd tich néu

Sk khéc rong.

N#am 1965, R. J. Aumann da gidi thiéu khéi niem ky vong ctia bién ngau nhién

da tri nhu sau. 1.1.9 Dinh nghia. Ky vong ciia bién ngau nhién da tri kha tich F,

ky hieu EF, dugc dinh nghia bdi
EF:={Ef: fecS+},

trong d6 Ef 1a tich phan Bochner ctia phan ti ngau nhién f.
Ngoai ra, v6i mdi bién ngau nhién da tri F-do duge F, ta dinh nghia

E(F, F) = {Ef: f € SL(F)}.



1.1.10 Dinh nghia. Gia st {r; : j > 1} 1a mot day cac bién ngdu nhién doc lap,
cing phan phéi va P(r; = 1) = P(r; = —1) = 3. Khong gian X dugc goi 1a mot
khong gian Rademacher dang p (p € [1,2]) néu ton tai mot hang s6 C > 0 sao cho
v6imoii>1vamoivjeX (1< <14 thi

! py 1/p ’ 2\ VP
(EH > v > <C< > [l )
j=1 j=1
V6i {2, : n € N?} C R, ky hieu
liminf z, =sup inf =z, limsup xn = inf sup xy,
Nmax—00 ka]_ nmaxzk Npyax—>00 kzl nmaxzk
liminf z, =sup inf zy, limsup xp, = inf sup xy.
Nmin—00 kzl nminzk Nyin—00 21 nminzk

Ky hiéu s (tuong tng, w) 1a topé manh, tic la topo sinh bdi chuan (tuong ting,
topo yéu) tren X.

1.1.11 Dinh nghia. Ta néi rang:

(a) Mang {z, : n € Nd} Cc R hoi tu tdi v € R khi ny.x — oo néu
liminf z, = limsup x, = z. Khi d6, ta ky hiéu lim =z, = z, hodc z, — x khi
Nmax—> 00 Nimax—> 00 Nmax—00

(b) Mang {zn, : n € N} C X hoi tu téi + € X khi npae — oo néu

lim ||lzn — 2| = 0. Khi do, ta ky hiéu s- lim =z, = x, hodc x4 2 2 khi

Nmax—00 Npax—00
Ny — 0o (dé cho gon, ta thudng luge bo ky hieu s).

(¢) Mang {zn : n € N4} c X hoi tu yéu tdi = € X khi ng. — oo néu

lim (2%, 2q) = (z*,z) v6i moi z* € X*. Khi do6, ta ky hieu w- lim z, = z,

Npax—00 Npax—00

o w .
hoac z, — z khi ny.x — oo.

Su hoi tu khi ny,, — oo dude phéat biéu tuong tu.

1.1.15 Dinh nghia. Mang cdc phan ti ngau nhién {f, : n € N9} dugc goi 1a hoi
tu theo trung binh cdp r (r > 0) t6i phan tit ngdu nhién f khi ny., — oo (tuong
ing, Ny, — oo) va duge ky hieu f, — f trong L" khi ny,x — oo (tuong tng,

Nyin — 00), néu E||fn — f||” — 0 khi npy.x — oo (tuong tng, npyy, — o).

1.2. Mot s6 tinh chat vé hoi tu Mosco va hdi tu Wijsman dbi v6i mang
cac tap con dong cua khong gian Banach

Dau tién, chiing toi gidi thieu mot so6 loai hoi tu quan trong trén khong gian cac
tap con déng ciia khong gian Banach. Gid stt d € N va {4y : n € N9} 13 mot mang
tren ¢(X). Dé thuan tién, cac topo s va w trén X duge ky hiéu chung 1a ¢. Ky hiéu

t- liminf Ay, ={x e X : 2=t lm =z, V6iz, € Ap},

Nmax—00 Nmax—00
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t-limsup Ap ={r € X: 2 =t lim 1y, v6izk € Appe)},

Npax— 00 Kmax—00
trong d6 {Ayu) : k € N} 14 mot mang con clia mang {A, : n € N7}
(6 day, mdng con dudc hiéu theo nghia 1 day con theo tiing toa do).
Dé thay rang ¢- liminf A, C ¢- limsup Ap va s- liminf A, C w- limsup Ay.

Tmax—>00 Ty —00 Dimax—>00 Dax—>00
1.2.1 Dinh nghia. Gia sit A € ¢(X). Mang {4, : n € N} C ¢(X) dugce goi 13
(a) hoi tu theo khodng cich Hausdorff t61 A khi ny.x — oo va duge ky hiéu la
H- lim Ap=A,néu lim dy(Ay, A) =0;

Nmax—00 Nmax—00

(b) hoi tu yéu t6i A khi np., — oo va duge ky hieu 1a W-  lim A, = A, néu

Nmax—>00
lim  s(z*, Ap) = s(z*, A) v6i moi z* € X*;
Nmax—>00
(¢) hot tu Wigsman t6i A khi np.x — oo va dudge ky hiéu la
Wijs- lim A, =A,néu lim d(z, Ay) = d(z, A) v6i moi z € X;
Nmax—00 Npax—00

(d) hoi tu Kuratowsk: t61 A ing v6i topo ¢ khi ny.x — oo va duge ky hiéu la
t- lim A, = A, néu t- limsup Ap = t- liminf A, = A;

Nax—>00 Ny — 00 Ny ax—>00

(€) hoi tu Mosco t6i A khi np,. — oo va duge ki hieu la M- lim A, = A, néu

Npax—00

w- limsup A, = s- liminf A, = A.
Nmax—>00 Nmax—+00

Su hoi tu khi ny,, — oo dude phéat biéu tuong tu.

Tinh chat sau day dudc chiing toi dua ra dé ching minh céc két qua chinh ctia

luan an.

1.2.3 Dinh ly. Gid st {A, : n € N} C ¢(X). Khi d6, néu s- liminf A, # 0 th
Nmax—00
s- liminf A, € ¢(X).

Nyax—00
Dinh 1y tiép theo dugc ching toi thiét lap dé ching minh phan “limsup” cla

hoi tu Mosco doi véi luat s6 16n cho mang cic bién ngau nhién da tri.

1.2.5 Dinh ly. Gid st {A, Ay : n € N} € «(X) va D* la mot tap con dém dugc
cia S* sao cho x € €OA khi va chi khi (z*,z) < s(z*, A) vdi moi x* € D*. Khi do,

néu limsup s(z*, Ap) < s(z*, A) vdi moi z* € D*, th
Nmax—00

w- limsup A, C COA.

Nmax— 00

Két qua sau dugc ding dé chiing minh phan “liminf” ctia hoi tu Wijsman déi

véi cau tric nhieu chi sb.
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1.2.7 Dinh ly. Gid st {A, An : n € N} C ¢(X) va gid st D* la mot tap con dém

duoce, tru mat cia B* sao cho d(x,c0A) = sup {(z*,z) —s(z*,C0A)}, vdi moi x € X.
z*eD*

Khi dé, néu vdi moi z* € D*, limsup s(z*, Ap) < s(z*, A) thi vdi moi x € X

Nmax— 00

liminf d(z, An) > d(z,C0A).

Nmax—00

Nghién cttu mdi lién heé gitta hoi tu Wijsman va hoi tu Kuratowski cho truong hop
mang nhiéu chiéu, ching t6i thu duge két qua thé hién qua dinh 1y sau day.

1.2.8 Dinh Iy. Gid stt {A, Ap :n e N C o(X). Khi d6, néu Wijs- lim  Ap = A

n]’]’laxﬁw
thi s- lim A, = A.
Nyax—>00

1.3. Mot sb tinh chéit ctia hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman déi véi mang
cac bién ngau nhién da tri

Trong Dinh nghia 1.2.1, néu ta thay A, bdi Fy(w) vd A béi F(w) véi w thuoc
vao mot tap c6 xac suat 1, trong dé F, Fn, n € N? 13 cac bién ngau nhién da tri,
thi ta c6 khai niém hoi tu hau chac chan cho cac bién ngau nhién da tri.

Dura trén cac két qua thu duge 6 muc 1.2, ching toi thu duge hai dinh 1y sau
day vé phan “limsup” ctia hoi tu Wijsman cho truong hop mang nhiéu chi s6 cac
bién ngau nhién da tri.

1.3.2 Dinh ly. Gid st D la mot tap con dém duge, tru mat trén X wva
F.F, m € N la cdic bién ngau nhién da tri. Néu vdi moéi = € D,

limsup d(z, Fi(w)) < d(z, F(w)) h.c.c., thi

Nmax—00

limsup d(z, Fy(w)) < d(z, F(w)) vdi moi x € X h.c.c.

nn]ax—>oo
1.3.3 Dinh ly. Gid s F,F, (n € N%) la cdic bién ngau nhién da tri. Néu

F(w) C s- liminf Fy(w) h.c.c., thi

Nmax—00

limsup d(z, Fy(w)) < d(z, F(w)) vdi moix € X h.c.c.

ntnax_>oo
Sau day la tinh chat vé hoi tu Wijsman d6i v6i mang nhiéu chiéu céc bién ngau
nhién da tri.
1.3.4 Dinh ly. Gid st D la mot tap con dém duge, tru mat trén X wva
F,Fy, (n € N la cdic bién ngdu nhién da tri. Khi dé, mdng {F, : n € N} hoi

tu Wijsman tdi F h.c.c. khi Nyax — 0o khi va chi khi véi moi x € D,

d(z, Fa(w)) — d(z, F(w)) h.c.c. khi Dmax — 00.



12

1.4 Nhan xét. Cac két qua trong chuong nay déu duge xét cho truong hop hoi
tu khi Ny — co. D61 v6i truong hop hoi tu khi npi, — oo, ta c6 cac két qua tuong
tar,

Két luan ctia Chuong 1

Trong chuong nay, luan an da gidi quyét duge nhitng van dé sau:

- Chiing minh mot s6 tinh chat vé hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman ddi véi mang
nhiéu chi s6 cac tap con déng ciia khong gian Banach thuec, kha ly.

- Thiét lap mot s6 két qua hoi tu cho mang nhiéu chi s6 cic bién ngau nhién

da tri ddi v6i hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman.
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CHUONG 2

DINH LY ERGODIC BIRKHOFF DANG NHIEU CHIEU

Trong chuong nay, ching toi gii thieu mot s6 khai niém lién quan téi 1y thuyét
ergodic, thiét 1ap dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu trén khong gian Banach
thuc, kha ly va thu duge dinh 1y ergodic Birkhoff da tri dang hai chiéu cho bién
ngau nhién da tri va cho bién ngau nhién mas. Cac két qua chinh ctia chuong duge

viét dya trén bai bao [3].
2.1. Mot sb kién thidc chuan bi

2.1.1 Dinh nghia. (i) Mot phép bién ddi T : Q@ — Q dudc goi 1a do duge néu
T71(A) € A, v6i moi A € A.

(4i) Mot phép bién déi T : Q — Q duoce goi 1a bdo toan do do néu T 1a do dudgc
va dong thoi P(T—1(A)) = P(A), v6i moi A € A. Khi do, ta néi P 1a do do T-bat
bién.

(431) Mot tap A € A dugc goi 1a T-bat bién néu T~1(A) = A.

(iv) Mot bién ngdu nhién f dudc goi 1a T-bdt bién néu foT = f.

(v) Mot phép bién doi bao toan do do T : Q — Q dudc goi la ergodic néu cac tap
T-bat bién chi c6 xac suat 0 hodic 1; nghia 14, véi moi A € A, diéu kien 7T-1(A4) = A
kéo theo P(A) = 0 hoac P(A) = 1.

2.1.2 Nhan xét. Ho tat ca cac tap 7-bat bién lap thanh mot o-dai s6 con clia
o-dai s6 A. Ta ky hiéu o-dai s6 nay 1a Zr.

Néu 71, Ty : Q — Q 1a cac phép bién doi bao toan do do thi tich 7)o Ty (con duge
viét gon 1a T17) ciing la phép bién ddi bao toan do do. Dac biét, néu 7': Q — Q la
mot phép bién ddi bao toan do do thi phép lap T™ (n € N) ciing 1a mot phép bién
déi bao toan do do.

Tiép theo, chiing t6i gi6i thiéu mot sd khai niém co sé ciia bién ngau nhién ma.
Day 13 mot md rong ctia khai niem bién ngau nhién da tri.

Anh xa u: X — [0,1] dugc goi la moét tap mo trén X.
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V6i moi tap ma u, tap a-mic Lou (a € (0,1]) duge dinh nghia béi
Lou={z € X :u(x) > a}.

Ta con dinh nghia Ly+u = {z € X : u(z) > a}, a €]0,1).
Ky hiéu F(X) 1a khong gian cac tap mo « : X — [0,1] thoa méan

(1) u 1a chuan tic, nghia la, tap 1-mitc Liu khac réng,
(2) v la nita lién tuc trén, nghia la, v6i madi « € (0, 1], tap a-mic Lyu la tap con

dong cia X.
Tréen F(X), ta trang bi cac phép toan sau

(u+wv)(z) = sup min{u(y),v(2)},
Yy+z=x

trong do6 u,v € F(X), A € R.
Bao 107 déng cou clia u € F(X) duge dinh nghia nhu sau

cou(z) =sup{a € (0,1] : z € co(Lqu)} .

2.1.3 Dinh nghia. Anh xa F : Q — F(X) dugc goi 1a bién ngau nhién mo néu

{(w,z) 1z € Lo(F(w))} € Ax By, v6i moi a € (0, 1].
Nam 1991, J. Ban da chi ra rang F la bién ngau nhién ma thi L, F 14 bién ngau

nhién da tri, v6i moi a € (0, 1].

2.1.4 Pinh nghia. Ky vong ctia bién ngau nhién mo F, ky hieu EF, 1a mot tap
md trén X théa man L, (EF) = E (Lo F) v6i moi a € (0,1].

2.2. Dinh ly ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu déi véi phan ti¥ ngau
nhién nhan gia tri trén khéng gian Banach thuc, kha ly

Nam 1951, N. Dunford chiing minh dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu
cho truong hop thue, trong dé giéi han 14 mot ham kha tich. Két qua nay sau do6
duge N. Dunford, J. T. Schwartz (nam 1956) va N. A. Fava (ndm 1972) mé rong
cho truong hop cic toan tit co. Trong phan tiép theo, ching toi thiét lap dinh 1y
ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu cho truong hop phan tit ngau nhién nhan gia tri
trén khong gian Banach thuc, kha ly. Két qua nay chi ra rang ham giéi han 1a ky

vong c6 dieu kién tng v6i o-dai s6 cac tap bat bién.
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2.2.2 Pinh 1y. Gid st Ty, Ty, ..., Ty la cdc phép bién doi giao hodn, bdo toan do
do. Khi d6, néu phdn ti ngéu nhién f théa man E (H £l (og™ | fH)d_l) < o0, thi

ny— 1 Nd— 1
Z AT T = E(£IT) hoc.c. khi g, — 00
Z1 0 Zd 0
d Z
trong do T = (\ Zr,. Hon nita, néu Ts la ergodic vdi s nao do thuoc {1,2,...,d},
i=1

thi E(f|Z) =Ef h.c.c.
2.3. Dinh ly ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu dbi véi bién ngau nhién
da tri

Sau day la phan “liminf” ctia hoi tu Mosco cho dinh 1§ ergodic Birkhoff dang
hai chiéu déi v6i bién ngau nhién da tri.
2.3.3 Meénh dé. Gid s& F la mot bién ngau nhién da tri théa man
E(||F|log™ ||F||) < oo. Gid st Ty, Ty la hai phép bién doi giao hodn sao cho vdi
moi i € {1,2} va moi s > 1, T? la ergodic. Khi do,

= I (w
coEF C s- nlmli%glfo mnchZF TiTJ(w)) h.c.c.
=1 j5=1

Néu céc phép bién doi bao toan do do khong dudc gia thiét 1a ergodic, ching toi
thu duge két qua sau day.
2.3.4 Pinh ly. Gid st Ty, Ts, ..., Ty la cdc phép bién doi giao hodn, bdo toan do do.
Khi d6, néu F 1a bién ngéu nhién da tri théa man E (HFH (log* ||F\|)d1> < oo,
thi

ny— 1 Ng— 1
E(F|IZ 1 f 1 FTZ1 T” h.c.c.
( |)C3n1nllrr}gloon1 CZO ZO >> €
11 1d

d
trong do I = () Ir,.
i=1
Ménh dé sau day 1a phan “limsup” ctia hoi tu Mosco ctia dinh 1y ergodic Birkhoff

dang hai chiéu ddi véi bién ngau nhien da tri.

2.3.5 Meénh dé. Gidi st F la mot bién ngau nhién da tri théa man
E(||F||log™ ||F||) < oo va T1, Ty la hai phép bién doi giao hodn, bio toan do do
sao cho T; la ergodic vdi i nao do thuoc {1,2}. Khi do,

w- lim sup —CIZZF TlT] ) C coEF h.c.c.
i=1 j=1
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Sau day la dinh 1y ergodic Birkhoff dang hai chiéu déi v6i bién ngau nhién da

tri theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman.

2.3.6 Dinh ly. Gid st F la mot bién ngau nhién da tri théa man
E (||F|log® |F|l) < oo. Gid sit T1, Ty la hai phép bién doi giao hodn sao cho
T? la ergodic vt moi it € {1,2} va mot s > 1. Khi do

—CIZZF <T1TJ ) @EF h.c.c. khimAn — oo
i=1 j=1
theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman.

2.4. Dinh 1y ergodic Birkhoff dang hai chiéu dbi véi bién ngiu nhién m&
Trong muc nay, st dung Dinh 1y 2.3.6, ching t6i thu duge dinh 1y ergodic
Birkhoff cho bién ngau nhién mo tng véi hoi tu Mosco.

2.4.1 Dinh 1y. Gid st Ti,T> la hai phép bién doi giao hodn sao cho T? la ergodic
vdi moi i € {1,2} va moi s6 nguyén duong s. Khi dé, néu F : Q — F(X) la mot
bién ngau nhién mo théa man Sé P 0, E (Hcl(LmF)H log™ ||C1(L0+F)||) < 00 VA

1

Lo(COEF) = cl(Ly+ (CORF)) vdi moia € [0,1]\ Q, (2.4.1)

1 «— N
- _— ] = CO.
m/&n_lm — E_ E_ (TlT ) colEF h.c.c.,

nghia la, ton tai mot tap N € A ¢6 zdc suat 0 sao cho
1 m n
. - 1 ] o — ~
M- lm L, <% SN F (Tf:ﬁ2 (w))) ~ L, (GOEF)
i=1 j=1
vd1 moi o € (0,1] va moi w € Q\ N.
Hai vi du sau day chi ra rang tat ci cac gia thiét ctia Dinh 1y 2.4.1 déu thoa
man.
2.4.2 Vidu. Cho X =R va a < b v6i a,b € R. Gia st rang v : R — [0,1] 13 mot
tap md trén R thoa man w« la ham tang ngat trén doan [a,b], u(z) = 0 v6i moi
z € (—00,a) U (b, +00) va u(b) = 1. Chang han,

u(z) = — néu x € [a,b],
0 neu z € (—oo,a)U (b,+00).
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Bién ngau nhien mo F : Q — F(R) dugce xac dinh bdi F(w) = u v6i moi w € Q. Khi
d6, F théa man tat ca cac gia thiét ctia Dinh Iy 2.4.1.

2.4.3 Vi du. Cho X =R. Tap mo u : R — [0, 1] dugc dinh nghia béi

0 neu z <0,

ul() = 2 néu 0<z< %,
2(1—2) néu i<z<l,
0 neu x> 1.

Khi dé6, F thoa man tat ca cac gia thiét ctia Dinh 1y 2.4.1, trong dé bién ngau
nhién mo F: Q — F(R) dudce xac dinh bdi F(w) = u véi moi w € Q.

Vi du tiép theo chiing t6 rang trong Dinh 1y 2.4.1, diéu kién (2.4.1) khong dudc

suy ra tit cac dieu kién con lai.

2.4.4 Vi du. Cho X = R. Ta dinh nghia tdp md u : R — [0, 1] nhu sau

;

0 néu z <0,
2/ 2x néu nggi,

u(x) = < ‘/75 néu 1<z<3,
(4 —2v2)z — 3422 néu %gxgl,
0 neu z > 1.

\

Tiép tuc, bién ngdu nhien md F duge dinh nghia bdi F(w) = u véi moi w € Q.
C6 thé kiém tra dudc rang Lou # cl(La+u) V6i a = ‘/75 Do do6, diéu kien (2.4.1)
ctia Dinh 1y 2.4.1 khong théa man. C6 thé kiém tra duge rang cac diéu kién khéc

déu théa man. Do d6, diéu kien (2.4.1) khong duge suy ra tit cac diéu kién con lai.

Két luan ctia Chuong 2

Trong chuong nay, luan an da gidi quyét duge nhitng van dé sau:

- Thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu trén khong gian Banach
thge, kha ly.

- Thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff dang hai chiéu cho bién ngau nhién da tri
va cho bién ngau nhién mo.

- Thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff da tri dang nhiéu chiéu déi véi truong hop
phép bién ddi bao toan dé do khong dudc gia thiét 1a ergodic.

- Dua ra mot s6 vi du minh hoa két qua chinh ctia chuong.
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CHUONG 3

LUAT SO LON DOI VOI MANG HAI CHIEU
CAC BIEN NGAU NHIEN DA TRI

Trong chuong nay, ching toi thiét 1ap mot s6 luat s6 16n déi véi mang hai chiéu
céc bién ngau nhién da tri theo cac loai hoi tu Mosco, Wijsman. Cac két qua chinh
cia chuong duge viét dya trén cac bai bao [1] va [2].

3.1. Mot sb két qua bo trg

Sau day, ching t6i dua ra mot bo dé quan trong va la chia khoa dé thiét lap
luat s6 16n d6i véi mang hai chiéu cac bién ngau nhién da tri ing véi sy hoi tu khi
mVn — o0.

3.1.4 B6 dé. Gid st {xi; 11> 1,7 > 1} la mot mdng hai chiéu cic phan ti trén

khong gian Banach. Néu ba dieu kién sau day duoc théa mdn

n
N 1 :
(i) vdi moim > 1, —E Tmj — x khi n — oo,
n
J=1
m
N s 1 .
(i1) vdi moin > 1, — E Tin — x khi m — oo,
m
=1
1 m n
(zzz)—g E xij —x  khi mAn— oo,
mn

i=1 j=1

m n

1 zii — x khi mVn — co.
D 2

i=1 j=1

Ap dung B6 dé 3.1.4, ching t6i ching minh dang hai chi s6 ctia dinh 1y Stolz.
3.1.5 Bo dé. Gid su {zi; 1> 1,7 > 1} la mot mdng cdc phan ti trén khong gian

Banach. New lim x;; =z thi
1V j—r00

1 m n
lim — g E Tij = .
mvVn—oo Tn

i=1 j=1
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3.2. Luat sb 16n dbi v6i mang hai chiéu cic bién ngau nhién da tri

Dinh 1y sau day md rong cac két qué ctia C. Hess (cac ndm 1985 va 1999) va
ciia F. Hiai (nam 1985) tir truong hgp day sang truong hgp mang hai chi sb.
3.2.1 Dinh ly. Néu {Fj; :i > 1,7 > 1} la mdng hai chiéu cdc bién ngau nhién da
tri doc lap doi mot cung phan phdi sao cho 8}711 # 0 va E(||F1]|log™ || F11]]) < oo,
thi

—CIZZF” ) = colEFy; h.c.c. khi mV n — oo

i=1 j=1
theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman.

Dinh 1y sau thiét lap luat s6 16n cho mang hai chiéu cac bién ngau nhién da tri
doc lap, nhan gia tri trén khong gian cac tap dong cta khong gian Rademacher

dang p. Truong hop day duge chiitng minh béi F. Hiai vao nam 1985.

3.2.2 Dinh ly. Gid st X la mot khong gian Rademacher dang p (p € [1,2]). Néu

{Fij :i>1,7 > 1} la mdng hai chiéu cdc bién ngau nhién doc lap va théa man

(0) ZZ EHFzpr o,

(b) ton tai tap X € ¢(X) sao cho

X C s-liminf(cl(E(Fi;, Ar,))),

1V j—00

limsup s(z*, cl(EF};)) < s(z*, X), v6i moi 2* € X*,
1Vj—00

thi ta thu duoc ludt s6 lén theo cdc logi hoi tu Mosco va Wijsman

—CIZZFU ) —coX h.c.c. khi mVn — .

=1 j=1

Dé thiét lap luat s6 16n cho mang hai chiéu céc bién ngau nhién da tri 2-hoan
doi ducce, ching toi chiing minh mot s6 két qua sau day vé mang nhiéu chiéu cac
phan t& ngdu nhién 2-hoan ddi duge.

3.2.6 Dinh ly. Gid st {fy:n € N} la mot mdng cdc phan ti ngau nhién 2-hodn
doi dugc, nhan gid tri tren X. Néu E(|| f1]|(log™ || f1])4 ) < oo thi

|n|2f1—>f h.c.c. va trong L' khi Ny — 0o,
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trong dé f la mot phan ti ngau nhién nao dé théa man Ef = Ef;.
Két qua sau day thé hien giéi han la tat dinh.

3.2.7 Dinh ly. Gid st {fn : n € N} la mot mdng cdc phan ti ngau nhién
2-hodn doi dugc thuoc L2(X) va gid st khong gian doi ngau X* la khd ly (ing
vdi topo sinh bdi chuan trén X*). Néu Cov((z*, f1), (z*, f2)) = 0 vdi moi z* € X*,
thi

n
1
H Z fi > Ef1 h.c.c. va trong L1 khi nyax — 0.
i=1

Khi nghién citu dé md rong Dinh 1y 3.2.6 cho mang hai chiéu céc bién ngau nhien

da tri, chung t6i thu duge két qua sau.

3.2.8 Dinh ly. Gid st rang {F;; : i > 1,5 > 1} la mot mdng hai chiéu cdc bién
ngau nhién da tri 2-hodn doi dugc sao cho Sp, # 0 va E(|| F11]log™ || F11]]) < oco.
Dat Spn =312 D05 Fij. Khi do,

(a) coEFy; C cl(EF), trong dé F la bién ngau nhién da tri théa mdn
F(w) = s- liminf cl (S%(w)) h.c.c.

m/An—00 n

(b) Néu X la khong gian phdin za va sup ||Fpn(Ww)| < oo h.cc., thi

m,n>1

c(EY) < ©coEFy, trong dé Y la bién ngau nhién da tri théa mdan
Y (w) = w- limsup cl (M) h.c.c.

mVn—oo mn
Két luan ctia Chuong 3

Trong chuong nay, luan an da gidi quyét duge nhitng van dé sau:

- Chting minh mot dieu kién vé sy hoi tu clia trung binh cong cac phan tit thuoc
m hang dau tién va n cot dau tién ciia mang hai chiéu cac phan tit thuoc vao mot
khong gian Banach khi m vV n — oo, dya trén sy hoi tu trén moi hang, sy hoi tu
trén moi cot va su hoi tu khi m An — oo.

- Thiét 1ap luat s6 16n d6i véi mang nhiéu chi s6 cac phan t1t ngau nhién 2-hoan
doi duge, nhan gia tri trén khong gian Banach thue, kha ly.

- Thiét lap céc luat s6 16n theo hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman cho mang hai
chi s6 cac bién ngau nhieén da tri cho cic truong hop: doc lap doi mot ciing phan
phoi, hodac doc lap va nhan gia tri trén khong gian cac tap con déng ctia khong
gian Rademacher dang p, hoiic phu thudc 2-hoan doi dugc.

- Dua ra vi du minh hoa két qua chinh.
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CHUONG 4

LUAT SO LGN DOI VOI MANG TAM GIAC
CAC BIEN NGAU NHIEN DA TRI

Trong chuong nay, chiing toi thiét 1ap mot s luat s6 16n déi véi mang tam giac
céc bién ngau nhién da tri doc lap theo hang, nhan gia tri trén khong gian cac tap
con déong ctua khong gian Rademacher dang p. Céac loai hoi tu duge xét 1a hoi tu
Mosco va hoi tu Wijsman. Cac két qué chinh ctia chuong dude viét dya trén bai
bao [4].

4.1. Dang dinh ly Stolz cho trudong hop mang tam giac
V6i {xn; :n>1,1<i<n} CR, ky hiéu
liminf z,; = sup inf x,,
1—00 k>1k<i<n

limsup x,; = inf sup ;.
i—00 k>1 g<i<n

4.1.1 Dinh nghia. (¢) Mang tam giac {z,; : n > 1,1 <i <n} C R dugc goi la hoi

tu tdi x € R khi i — oo va ky hiéu 1a lim z,; = z, néu
1— 00

liminf z,; = limsup x,; = z.
i—00 i—00

(b) Mang tam giac {z,; :n > 1,1 <i < n} C X dudc goi la hoi tu tor x € X khi
i — oo va ky hiéu 1a lim z,; = z, néu lim ||z,; — x| = 0.
11— 00 1— 00
Bo6 dé sau day la dang dinh 1y Stolz cho trudng hdp mang tam giac.
4.1.3 B6 dé. Gid st {zpi :n > 1,1 <i<n} la mot mdng tam gidc cdc phan ti

trén mot khong gian Banach va théa man hai diéu kién:

(@) lim x,; =z,
1—00

(b) ton tai hang s6 C > 0 sao cho ||zn|| < C, vdi moin > 1,1 <i<n.

Khi do ,
1
Eme — x khin — oco.
i=1
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Trong muc nay, ching t6i con dua ra vi du ching t6 ring Bo dé 4.1.3 khong

con dung néu dieu kien (b) khong duge théa man.

4.2. Luat sb 16n déi véi mang tam giac cac bién ngau nhién da tri

Ta noi rang ho cac bién ngau nhién da tri {F; : i € I} c¢6 ky vong bi chdn néu
ton tai hing s6 duong C sao cho ||EF;|| < C véi moi i € 1.

Dinh 1y sau day 1a mot su tuong tu két qué ctia F. Hiai (naim 1985) cho trudong

hop mang tam giac.

4.2.1 Dinh ly. Gid si X la mot khong gian Rademacher dang p (p € (1,2]) va
{Fni :n>1,1<1i<n} la mot mang tam gidc cdic bién ngau nhién da tri doc lap
theo hang, cé ki vong bi chan. Gid thiét rang V(t) : R — R la mot ham so lien tuc,
103, chdn, nhan gid tri duong sao cho

w(t)

2"

t v LD e 4 (4.2.1)

|t|r+p—1
vdi r la s6 nguyén khong am nao dé va ton tai hang sé6 duong Cy théa mdn
U(a+0b) < C(¥(a)+ V(b)) vdi moia,be R. (4.2.2)

Khi dé, néu cac dieu kien sau dude théa man

ZZ ”F’”” < o0, (4.2.3)

n=1 i=1

= (S EFa )
Fm'

n=1 i=1

vdi k la hdng s6 nguyén duong nao dé va ton tai X € ¢(X) sao cho

+) X C s-liminf cl(E(Fy;, Ag,.)),
1— 00

+) limsup s(z*, cl(EF,,)) < s(z*, X), vdi moiz* € X*

1—00

thi chiing ta thu duge ludt so lon

—ClZFm ) — coX h.c.c. khi n —

dot voi hov tu Mosco va hoi tu Wigsman.

4.2.2 Chu y. Trong Dinh ly 4.2.1, néu di¢u kién (4.2.1) dugc thdéa man véi r = 0
hodc 7 = 1 thi ¢6 thé luge bé diéu kien (4.2.4).
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Chiing t6i con dua ra vi du ching té diéu kién “ky vong bi chin” trong Dinh 1y
4.2.1 khong dudc suy ra tit cac diéu kién con lai.

Dinh Iy tiép theo 1a mot mé rong cac két qua cia A. Bozorgnia, R. F. Patterson
va R. L. Taylor (nam 1997) cho truong hgp cac bién ngau nhién da tri.

4.2.3 Dinh ly. Gid st {F,; :n > 1,1 <i <n} la mot mdng tam gidc cic bién ngau
nhién da tri doc lap theo hang, nhan gid tri trén khong gian cdc tap con dong cua
mot khong gian Rademacher dang p (p € (1,2]). Gid st {a, : n > 1} la day tang
ngdt cac so thuc duong sao cho lim a, = +oo va gid st V(t) la ham so lién tuc,

n—oo
chan, nhan gid tri duong sao cho

w(t])

2"

U
- |t|r(+|p|)1 L khil) 1+ (4.2.23)

vdi r la s6 nguyén khong am nao dé. Khi dé, néu

+) 0e ]E(Fm,.AF ) (4224)

oo n

ZZ ”Fm” < 00, (4.2.25)

=1 i=1

o pk
+) Y (Z EFmP) < o0, (4.2.26)

n=1

vdi k la mot so nguyén duong nao do, thi
n

1
0 € s-liminf —cl »  Fp;(w) h.c.c.
n—oo Ap i1

4.2.4 Cha y. Trong Dinh 1y 4.2.3, néu diéu kien (4.2.23) dugc thoa méan véi r = 1
thi c6 thé luge bd didu kien (4.2.26), va néu diéu kien (4.2.23) duge théa man véi
r =0 thi c6 thé luge bd cac didu kien (4.2.24), (4.2.26).

Chiing t6i con dua ra vi du chiing t6 két luan ctia Dinh 1y 4.2.3 khong thé thay
thé béi két luan manh hon

1 ¢
M- lim ach Fpi(w) = {0} h.c.c.

Két luan ctia Chuong 4

Trong chuong nay, luan an da gidi quyét duge nhitng van dé sau:

- Thiét 1ap dang dinh 1§ Stolz cho trudng hop mang tam giac.

- Thiét lap luat s6 16n theo hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman doi v6i mang tam
giac cac bién ngau nhién da tri thda man: doc lap theo hang va nhan gia tri trén
khong gian cac tap con dong cuia khong gian Rademacher dang p.

- Dua ra mot s6 vi du minh hoa két qua chinh.



24

KET LUAN CHUNG VA KIEN NGHI

1. Két luan chung
Luan an da thu dudc cac két qua chinh sau day:

- Thiét 1ap mot s6 két qua hoi tu déi véi cac topo Mosco va Wijsman cho mang
nhicu chi s6 cac tap con déng ctia khong gian Banach va cho mang nhiéu chi s6
cac bién ngau nhien da tri.

- Thiét 1ap dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu cho phan tit ngau nhién
nhan gia tri trén khong gian Banach thuc, kha ly.

- Thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff da tri theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman
do6i véi cau tric mang hai chiéu.

- Thiét lap luat s6 16n cho mang cac phan t ngau nhién 2-hoan ddi dugc.

- Thiét lap luat s6 16n theo hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman ddi v6i mang hai
chi s6 cac bién ngau nhién da tri cho cic truong hop: doc lap doi mot ciing phan
phdi, hodc doc lap va nhan gia tri trén khong gian cic tap con déng clia khong
gian Rademacher dang p, hoiic phu thudc 2-hoan doi dugc.

- Thiét lap luat s6 16n ting v6i hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman déi véi mang
tam gidc cac bién ngau nhién da tri théa man: doc lap theo hang va nhan gia tri

trén khong gian cac tap con dong ctia khong gian Rademacher dang p.

2. Kién nghi vé nhitng huéng nghién citu tiép theo

Trong thoi gian tdi, ching toi du dinh nghién cttu cac van dé sau day:

- C4ac dinh 1y gi6i han dang luat yéu s6 16n theo hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman
dé6i véi day va mang cic bién ngau nhién da tri.

- Cac dinh 1y ergodic da tri theo cac loai hoi tu: Mosco, Wijsman, Slice,

Hausdorff, ... d6i v6i truong hop mot chiéu va truong hop nhiéu chiéu.
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