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LOI CAM DOAN

Luan an nay dugc hoan thanh tai Truong Dai hoc Vinh, duéi sy huéng dan
cia GS. TS. Nguyén Vian Quang va GS. Charles Castaing. To6i xin cam doan day
la cong trinh nghién ctu cta toi. Cac két qua duge trinh bay trong luan an la
trung thuc, duge cac dong tac gid cho phép st dung va chua ting dude ai cong

bo trude do.
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L.OI CAM ON

Luan an nay dugc hoan thanh dudi sy huéng dan ciia GS. TS. Nguyén Vin
Quang va GS. Charles Castaing. Tac gia xin dudce bay t6 long biét on sau sac t6i
hai Thay-nhitng ngudi da dit bai toan, huéng dan, giup do tan tinh v chu dio
trong sudt qua trinh tac gia hoc tap va thuc hien luan an.

Tac gid xin cdm on TS. Nguyén Van Huan va ThS. Nguyén Tran Thuan vé
nhitng thdo luan va gép ¥ ti lac viét ban thdo cho t6i khi hoan thién luan an.

Trong qué trinh hoan thanh ludn an, tac gid da nhan dugc sy quan tam
va gop v ctia PGS. TS. Nguyén Thanh Quang, PGS. TS. Tran Xuan Sinh,
PGS. TS. Tran Van An, TS. Nguyén Trung Hoa, TS. Nguyén Thi Thé,
PGS. TS. Le Van Thanh, PGS. TS. Kieu Phuong Chi, TS. Nguyén Thanh Diéu,
TS. Vo Thi Hong Van, TS. Vi Thi Hong Thanh, TS. Lé Hong Son cung cac nha
khoa hoc va ban beé dong nghiép. Tac gid xin chan thanh cdm on vé nhing s
giup dé quy bau do.

Tac gia xin duge gii 16i cdm on t6i Khoa Su pham Toan hoc va Phong Dao
tao Sau dai hoc, Truong Dai hoc Vinh vé sit hé trg va tao moi diéu kién thuan
loi dé tac gid hoan thanh nhiém vu ctia mot nghién ctu sinh.

Tac gid xin gui 101 cAm on t6i Vien Nghién citu cao cap vé Toan vi da hd trg
va tao dieu kién thuan lgi cho tac gid duge hoc tap va nghién citu tai Vien.

Tac gia cling xin giti 16i cam on t6i nhitng ngudi ho hang va nhitng ngusi ban
than thiét da luon dong vien va khich lé tac gid trong sudt qua trinh hoc tap va
cong tac.

Cubi cuing, tac gid xin bay t6 long biét on sau siac nhat téi gia dinh da luon

13 chd dya vitng chic cho tic gid yén tam hoc tap, nghién citu va cong tac.

Duong Xuan Giap
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MG DAU

1. Ly do chon dé tai

1.1. Thoi gian gan day, dinh 1y ergodic va luat s6 16n doi vé6i cac bién ngau nhién
da tri da duge nhicu nha todn hoc quan tam nghién cttu va c6 nhicu ting dung
trong t6i uu ngau nhién, théng ke, toan kinh té, y hoc v mot s6 linh vire khéc.
Bién ngau nhién da tri 14 sy md rong clia phan tit ngau nhién. Chinh vi vay, viéc
nghién ctu dinh 1y ergodic va luat s6 16n cho cac bién ngau nhién da tri khong

chi c6 ¥ nghia 1y thuyét ma con c6 ¥ nghia thuec tién.

1.2. Thyc tién doi héi chiing ta nghién cttu vé mang nhiéu chiéu cac bién ngau
nhién. D&i véi cau tric nhiéu chiéu, quan hé thi tu thong thuong trén tap cac
chi s6 khong c6 tinh chat tuyén tinh. Do d6, khi mé rong cac dinh 1y gi6i han doi
v6i cidc bién ngau nhién da tri ti truong hgp day sang truong hop mang nhiéu
chi s6 ing v6i Nyax — 00 hodc Ny — 0o, ching ta sé gap nhiéu diéu bat thuong.
Diéu nay gép phan lam cho cac két qua nghién citu vé cac dinh 1y giéi han da tri
dang luat s6 16n va dang dinh 1y ergodic ddi v6i cau tric nhiéu chiéu cé nhiéu ¥

nghia.

1.3. Ly thuyét ergodic bat nguon tit nganh co hoc théng ké. Nghién citu cac
dinh 1y ergodic dugc bat dau vao nhiing nam 1931-1932 bdi G. D. Birkhoff [10]
va J. v. Neumann [59]. Trong may thap ky gan day, dinh 1y ergodic Birkhoff da
dude mé rong theo hai huéng chinh: cho cau trtc nhiéu chiéu va cho cidc ham
da tri. Theo huéng thit nhat, vao ndm 1951-khong lau sau khi H. E. Robbins
dat ra bai toan vé tinh ding dan ciia dinh Iy ergodic Birkhoff cho truong hop
hai chiéu (xem [21]), N. Dunford [21] va A. Zygmund [75] da thiét lap dinh ly
ergodic Birkhoff déi v6i ho khong giao hoan cac phép bién déi bao toan do do
tuong tng cho cac truong hop tham s6 roi rac va tham s6 lien tuc. Két qua nay

sau d6 duge N. Dunford, J. T. Schwartz [22] va N. A. Fava [27] tong quat len



cho truong hgp toan tit. Cac két qua trén tiép tuc duge md rong cho truong hop
tong c6 trong sb trong cac cong trinh ciia R. L. Jones va J. Olsen [46], M. Lin v&
M. Weber [52], F. Mukhamedov, M. Mukhamedov va S. Temir [58], T. Yoshimoto
[73]. Theo huéng thit hai, vao nam 1991, J. Bén [5] thiét 1ap dinh ly ergodic
Birkhoff cho cac bién ngau nhién nhan gia tri tap compact hodc gia tri mo trén
khong gian Banach ting v6i hoi tu theo khoang cach Hausdorff. Cho t6i nam 2003,
C. Choirat, C. Hess va R. A. Seri [17] thu dugc dinh 1y ergodic Birkhoff cho cac
bién ngau nhién da tri nhan gia tri tap 16i ting vdi hoi tu Kuratowski. Gan day,
H. Ziat [74] chiing minh dinh 1y ergodic Birkhoff cho cic bién ngau nhién da tri
theo cac loai hoi tu: Mosco, Wijsman va Slice. Do d6, nghién citu dinh 1y ergodic
Birkhoff cho ¢4 cau trtic nhiéu chiéu va cho cac ham da tri dang 1a van dé c6 tinh

thoi su.

1.4. Luat s6 16n da tri dugc chiing minh lan dau tién vao nam 1975 béi
Z. Artstein va R. A. Vitale [3] cho c4c bién ngau nhién doc 1ap cuing phan phoi,
nhan gia tri trén khong gian cic tap con compact ctia R?, tng véi hoi tu theo
khoang cach Hausdorff. Két qué nay sau d6 dude mdé rong theo hai huéng chinh:
cho cac bién ngau nhién nhan gia tri trén khong gian cac tap con compact clia
khong gian Banach v cho cdc bién ngau nhién nhan gia tri trén khong gian
cac tap con déng (c6 thé khong bi chin) ctia khong gian Banach. Theo huéng
thit nhat, ching ta c6 thé tham khao trong cac cong trinh ctia N. Cressie [20],
C. Hess [34], M. L. Puri va D. A. Ralescu [61], E. Giné, M. G. Hahn va J. Zinn
[31], F. Hiai [40], Z. Artstein va J. C. Hansen [1], A. Colubi, M. Lépez-Diaz,
J. S. Dominguez-Menchero va M. A. Gil [19], P. Terdn va I. Molchanov [69],
K. A. Fu va L. X. Zhang [29], ... Theo huéng thit hai, luat s6 16n dugce chiing
minh dau tién béi Z. Artstein va S. Hart [2] cho hoi tu Kuratowski doi véi cac
bién ngau nhién doc lap cung phan phdi, nhan gia tri trén khong gian cac tap
con déng ctia R?. Sau d6 n6 dugc tiép tuc nghién ctu béi F. Hiai [41] va C. Hess
37, 38, 39] cho cac loai hoi tu Mosco vd Wijsman. Cho dén nay, nghién cttu vé

luat s6 16n cho cac bién ngau nhién da tri van 13 mot van dé co6 tinh thoi si clia



Iy thuyét xac suat.

1.5. Luat s6 16n da tri chi yéu tap trung nghién citu cac bién ngau nhién doc
lap. Tuy nhién, thuc té khong phai lic nao ching ta ciing c6 thé gia thiét dudc
rang cac bién ngau nhién la doc lap. Mot huéng phat trién ciia luat s6 16n da tri
1a nghién citu luat s6 16n ddi véi day va mang cac bién ngau nhién da tri ma diéu
kien doc lap dugdc thay thé bdi cic diéu kién phu thude nhu doc lap doi mot, phu
thuoc hoan doi duge, phu thuoc 2-hoan doi dude. Day 1a mot huéng nghién ctu

c6 gia tri vé mat thyc tién.

1.6. Cac dinh 1y gi6i han dang luat s6 16n va dang dinh 1y ergodic trong xac suat
da tri thuong dugc nghién citu cho cic bién ngau nhién nhan gia tri tréen khong
gian cac tap con compact ho#ic khong gian cac tap con compact yéu hoac khong
gian cac tap con 16i hodc khong gian cac tap con doéng, ... clia mot khong gian
Banach. Do d6, cac két qua theo huéng nghién citu naly va cac chitng minh cia
ching c6 sy két hop va giao thoa giita Iy thuyét xac suat, giai tich 16i va giai tich

ham.

1.7. Hoi tu theo khoang cach Hausdorff thuong duge sit dung khi nghién cttu
cac bién ngau nhién nhan gia tri 1a tap compact. D6i véi cac bién ngau nhién
da tri nhan gia tri la tap doéng, ngudci ta thuong sit dung cac loai hoi tu: hoi
tu Kuratowski (ting vé6i topo Fell, xem [9]), hoi tu Mosco (duge gi6i thiéu trong
[56, 57]) va hoi tu Wijsman (duge gidi thiéu trong [70, 71]). Hoi tu Kuratowski
phtt hop cho viéc thiét 1lap luat s6 16n da tri ddi véi cac khong gian hitu han chiéu.
Hoi tu Mosco 1a mot mé rong ciia hoi tu Kuratowski doi v6i khong gian Banach.
Loai hoi tu nay phu hgp cho cac khong gian phan xa va ¢6 ting dung tha vi trong
cac bat dang thiic bién phan (xem [56, 57]). V6i mé rong phit hop cho cac khong
gian khong phan xa, hoi tu Wijsman da dugce gidi thiéu va thich hgp cho viéc
nghién citu vé téc do hoi tu v con duge st dung dé chiing minh luat s6 16n cho
hoi tu Slice-mot loai hoi tu c6 nhiéu ng dung trong t6i wu ngau nhién. Do vay,

nghién cttu cac dinh 1y gi6i han cho cac bién ngau nhién da tri theo céc loai hoi



tu Mosco va Wijsman mang t6i nhiéu diéu tha vi va y nghia.

V6i cac 1y do néu trén, ching t6i chon deé tai nghién cttu cho luan an ctia minh
la: “Cac dinh 1y ergodic va luat sé 16n doi véi mang cac bién ngau nhién

da tri”.

2. Muc dich nghién citu

Muc dich ctia luan an la thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu,
thiét 1ap luat s6 16n doi véi mang hai chi s6 v mang tam giac cac bién ngau nhien
da tri nhan gia tri trén khong gian cac tap con déng cua khong gian Banach thuc,

kha ly v6i cac gid thiét khac nhau.

3. Déi tuong nghién citu
- Dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu.

- Luat s6 16n ddi v6i mang cac bién ngau nhieén da tri.

4. Pham vi nghién ciu

Luan an tap trung nghién citu dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu, luat
s6 16n doi véi mang hai chi s6 va mang tam giac cac bién ngau nhién da tri nhan
gia tri trén khong gian cac tap con déng ciia mot khong gian Banach thuc, kha
ly. Cac loai hoi tu dugce xét dén 14 hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman. Déi véi luat
s6 16n da tri, cac bién ngau nhién da tri dugce gia thiét doc lap, hodac doc lap doi

mot, hodc phu thuoc 2-hoan déi duge.

5. Phuong phap nghién ciu
Ching t6i sit dung phdi hgp céc phuong phap nghién citu ly thuyét thuoc cac
chuyén nganh [y thuyét zdc suat, gidi tich 107 va gidi tich ham nhu: ki thuat 161

hoéa, dang dinh 1y Stolz, ...

6. Y nghia khoa hoc va thuc tién
Cac két qua ctia luan 4n gép phan lam phong pht thém cho huéng nghién citu
ve cac dinh 1y gi6i han trong xac suat da tri.

Luan an la tai lieu tham khao cho sinh vién, hoc vién cao hoc va nghién ctu



sinh chuyén nganh Ly thuyét xac suat vd Thong ké toan hoc.

7. Tong quan va cau tric luan an

7.1. Tong quan vé luan an

Nam 1927, F. Hausdorff [33, §28] gi6i thieu mot khodng cach trén khong gian
cac tap con dong ciia mot khong gian métric. Ké tir d6, nghién citu su hoi tu déi
v6i cac tap con déng ctia mot khong gian topo dude nhiéu nha toan hoc trén thé
gidi quan tam. Noi riéng, vao nam 1964, R. A. Wijsman [70] giéi thieu mot loai
hoi tu mdéi déi véi day céc tap con déng clia mot khong gian Euclide hitu han
chiéu. Sau do6, loai hoi tu nay tiép tuc dugc nghién cttu trén khong gian cac tap
con déng ciia mot khong gian métric (xem G. Beer [6, 7, 8]), hodic clia mot khong
gian Banach, ho#ic clia mot s6 khong gian c6 cau tric dac biet khac. Loai hoi tu
nay thich hop cho viéc nghién ctu téc do hoi tu cltia day cac bién ngau nhién
nhan gié tri 1a cac tap dong. Nam 1969, U. Mosco [56] gii thiéu mot loai hoi tu
méi dbi v6i day cac tap con déng ciia mot khong gian dinh chuan va st dung né
dé nghién cttu cac bat ding thic bién phan.

Nghién citu vé cac bién ngau nhién da tri dude bat dau bdi H. E. Robbins
(65, 66] vao cdc nam 1944 va 1945. Nhung mai dén cac nam 1974 va 1975, van
dé nay méi tiép tuc duge cac nha toan hoc quan tam nghién citu (chang han,
D. G. Kendall [48], G. Matheron [55], R. Fortet vA M. Kambouzia [28]), ... K& tit
d6 dén nay, nghién cttu vé cac bién ngau nhién da tri thu hut rat nhiéu sy quan
tam clia cdc nha toan hoc trén thé gisi. Dac biet, luat s6 16n da tri duge ching
minh 1an dau tién vao nam 1975 bdi Z. Artstein va R. A. Vitale [3] cho cac bién
ngau nhién doc lap cung phan phéi, nhan gia tri trén khong gian cic tap con
compact cila mot khong gian hitu han chiéu tng véi hoi tu theo khoang céch
Hausdorff. Vé sau, luat s6 16n da tri da dude mé rong bdi N. Cressie, C. Hess,
M. L. Puri, D. A. Ralescu, E. Giné, M. G. Hahn, J. Zinn, F. Hiai, Z. Artstein,
J. C. Hansen, A. Colubi, M. Lépez-Diaz, J. S. Dominguez-Menchero, M. A. Gil,
H. Inoue, R. L. Taylor, T. Uemura, C. Castaing, F. Ezzaki, P. Raynaud de Fitte,
P. Teran, I. Molchanov, S. Li, Y. Ogura, K. A. Fu, L. X. Zhang, ... Tuy nhién,



cac két qua thu duge chtt yéu duge thiét 1ap cho cac bién ngau nhién da tri nhan
gia tri 13 cac tap compact, 10i. Theo huéng md rong cho cic bién ngau nhién da
tri nhan gia tri 1a cac tap déng, luat sd 16n duge chitng minh dau tién vao nam
1981 bdi Z. Artstein va S. Hart cho hoi tu Kuratowski ddi véi cac bién ngau nhién
doc lap cing phan phdi, nhan gia tri trén khong gian cac tap con déng ctia R?
(xem [2, Dinh 1y 3.2]). Dén nam 1985, F. Hiai md rong két qué trén ctia Z. Artstein
va S. Hart cho truong hop khong gian vo han chiéu (xem [41, Dinh 1y 3.2]). Dinh
Iy nay phat bicu nhu sau: “Néu {F, : n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién khd
tich, doc lap cung phan phoi, nhan gid tri trén khong gian cdc tap con déng va
khdc rong ctia mot khong gian Banach thiuc va kha ly, thi xdy ra ludt so lon ing

vdi hot tu Mosco

1 - . 7
ﬁd; Fi(w) — colEF; h.c.c. khin — oc.

Ngoai ra, F. Hiai con thu dudc luat s6 16n theo hoi tu Mosco cho day cac bién

ngau nhién doc lap, khong cing phan phdi, nhan gia tri trén khong gian cac tap
con dong ctiia khong gian Rademacher dang p (xem [41, Dinh ly 3.3]). Két qua
nay dudce phat biéu nhu sau: “Gid st X la mot khong gian Rademacher dang p
(p € (1,2]) va gid st rang {F, : n > 1} la mot day cdc bién ngau nhién doc lap,
nhan gia tri trén khong gian cdac tap con déng va khac rong cia X va théa man
i n"PE||F.()||P < co. Khi dé, néu ton tai tdp con déng, khdc rong X clia X sao
n=1

cho

(a) X C s-liminf clE[F,, AE, ],

n—oo
(b) limsup s(z*, clE[F})) < s(z*, X), 2" € X7,

n—oo

thi ta thu duoc ludt soé lon cho hoi tu Mosco

1 n
— IE F; coX h.c.c. khi 7
~c 2. (w) — co c.c. khin — oo

Dé thu dugc cac két qua trén, F. Hiai da st dung phéi hop “k§ thuat 16i hoa”

cho truong hop day véi bo dé vé su ton tai day cac lat cit ctiing phan phdi cla



day cac bién ngdu nhién da tri cing phan phdi (xem [41, Bo dé 3.1, tr. 623]).
Bo6 dé nay da duge gidi thieu trude d6 baéi C. Hess [35, 36]. Ciing vao nam do
(nam 1985), C. Hess [38] da doc lap ching minh Dinh Iy 3.2 ctia F. Hiai [41] cho
truong hop doc lap doi mot, cing phan phéi. Mai dén nam 1999, C. Hess mdi
thiét lap luat s6 16n da tri theo hoi tu Wijsman cho ddy cic bién ngau nhién da
tri doc lap doi mot, cing phan phoi, nhan gia tri trén khong gian cac tap con
dong ctia mot khong gian Banach kha ly (xem [39, Dinh ly 3.5, tr. 177]) va ap
dung két qua nay dé thu duge luat s6 16n theo topo Slice (xem [39, Dinh 1y 3.10,
tr. 179]). Dé chitng minh luat s6 16n theo topo Wijsman, C. Hess da st dung ki
thuat 16i hoa cho truong hop day véi cach trinh bay khac v6i cach ma F. Hiai da
thuc hién truée do.

Trong nuée, luat s6 16n da tri ting v6i hoi tu theo khoang cach Hausdorff ciing
da dudc mot s6 tac gid nhu Nguyén Van Quang va Nguyén Tran Thuan quan
tam nghién ctu (xem [15, 64]).

Dinh 1y ergodic Birkhoff ¢6 dién dugc phét biéu nhu sau: “Néu T la phép bién
doi bdo toan do do tren khong gian do (Q, A, p) va f € LY, thi trung binh cong

1 n—1
Anf = ;ngoTz
1=

hoi tu hau khap noi (ing vdi do do p) tdi mot ham T-bat bién f théa man

It < IIfIl1 va vdi méi tap T-bat bién A € A ma p(A) < oo ta déu cé

/Tdu—/fdu-”
A A

Két qua nay sau d6 duge tiép tuc nghién ctu va md rong theo nhiéu huéng khac
nhau. Dac biét, dinh 1y ergodic Birkhoff déi v6i cac bién ngau nhién nhan gia tri
trén khong gian cac tap con dong ctia mot khong gian Banach duge chiing minh
béi H. Ziat [74] vao nam 2011. Céac loai hoi tu dugce xét dén 1a hoi tu Mosco, hoi

tu Wijsman va hoi tu Slice.

Trong luan an nay, chung toi thiét 1ap cac dinh 1y gidi han ting véi topo Mosco

va topo Wijsman theo dang dinh 1y ergodic Birkhoff va dang luat s6 16n déi véi
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mang cic bién ngau nhién da tri nhan gia tri trén khong gian cac tap con déng
cua khong gian Banach thuc, kha ly.

Trude hét chiing toi gidi thitu mot sd khai niém co ban vé xac suat trén khong
gian cac tap con dong ctia mot khong gian Banach. Sau d6, chiing t6i chiing minh
mot s6 két qua ve hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman d6i v6i mang nhiéu chiéu cac
tap con déng ciia khong gian Banach va doi v6i mang nhiéu chiéu cac bién ngau
nhién da tri.

D6i véi dinh 1y ergodic, ching toi thiét 1ap dinh 1y ergodic Birkhoff déi véi cau
tric nhiéu chiéu cho cac truong hop: don tri va da tri. N6i rieng, dinh 1y ergodic
Birkhoff da tri dugc ching toi thiét lap cho cau tric hai chicu.

D6i v6i luat s6 16n cho mang hai chi sé cic bién ngau nhién da tri, chung toi
nghién cttu cho truong hop m Vv n — co. Két hop dang dinh 1y Stolz cho mang hai
chi s6, tinh chat vé sy hoi tu khi m V n — oo, k¥ thuat 16i héa cho mang hai chi
s6 va cac bo dé ching minh truée do, ching toi thiét lap dugce luat sbé 16n theo
cac loai hoi tu Mosco v Wijsman cho mang hai chiéu cac bién ngau nhién da tri.
Cac bién ngau nhién dudgc gid thiét doc lap doi mot va cing phan phoi, hodc doc
lap va nhan gia tri trén khong gian cac tap con dong ciia khong gian Rademacher
dang p, hodic phu thuoc 2-hoan ddi duge.

D6i véi luat s6 16n cho mang tam giac cac bién ngau nhién da tri, ching toi
thiét 1ap luat s6 16n theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman cho cac bién ngau
nhién thoa man: doc lap theo hang va nhan gia tri trén khong gian cac tap con
déng ctia khong gian Rademacher dang p. Dé thu dudc céc két qua trén, ching
toi thiét 1ap dang dinh 1y Stolz cho truong hop mang tam giac.

Dé thiét lap dinh I3 ergodic Birkhoff va luat s6 16n cho bién ngau nhién da tri
itng v6i hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman, chiing t6i mé rong ki thuat 16i hoa tit

truong hop diy sang cac truong hgp: mang hai chi s6 v mang tam giéc.

7.2. CAu tric cta luan an
Ngoai cac phan Mot s6 ky hieu thuong dung trong luan an, Mé dau, Két luan

chung va kién nghi, Danh muc cong trinh lién quan truyc tiép dén luan an va Tai
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lieu tham khdo, noi dung chinh ciia luan an duge trinh bay trong bén chuong.

Chuong 1 duge danh dé gisi thieu mot sb6 kién thic co ban ctia khong gian
cac tap con déng ciia khong gian Banach, cac tinh chat vé gidi tich 16i va giai
tich ham, thiét lap cac két qua hoi tu doéi véi cac topo Mosco va Wijsman cho
mang cic tap con déng ctia mot khong gian Banach va cho mang cac bién ngau
nhién da tri. Muc 1.1 trinh bay phan kién thic chuan bi bao gom cac ky hiéu, céc
dinh nghia va céc khai niém co ban lien quan dén noi dung ctia ci luan an. Muc
1.2 trinh bay dinh nghia cac loai hoi tu thuong gap trén khong gian cac tap con
déng ctia khong gian Banach va chiing minh mot s6 tinh chat vé hoi tu Mosco
va hoi tu Wijsman cho mang nhiéu chi sé. Muc 1.3 dudgc danh dé thiét lap cac
két qua hoi tu theo cac topdo Mosco va Wijsman déi v6i mang nhiéu chi s6 cac
bién ngdu nhién da tri. Cac két qua nay dude sit dung dé chiing minh dinh Iy
ergodic Birkhoff va luat s6 16n da tri 6 cic chuong tiép theo. Cac két qua chinh
cfia Chuong 1 13 Dinh Iy 1.2.3, Dinh 1y 1.2.5, Dinh 1y 1.2.6, Dinh 1 1.2.7, Dinh
I 1.3.1 va Dinh 1§ 1.3.3.

Chuong 2 trinh bay vé dinh 1y ergodic Birkhoff déi v6i cau trtc nhiéu chiéu
cho bién ngau nhién don tri va da tri. Muc 2.1 gi6i thieu mot s6 khai niem va
tinh chat co ban cia ly thuyét ergodic phuc vu cho noi dung chinh ciia chuong.
Trong muc 2.2, chiing toi thiét 1lap dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu cho
phan tt ngdu nhién nhan gia tri trén khong gian Banach thuyc va kha ly. Day 1a
két qua quan trong dé thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff da tri c6 cAu triic nhicu
chiéu. Muc 2.3 trinh bay dinh 1y ergodic Birkhoff dang hai chiéu cho bién ngau
nhién da tri theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman. Trong muc nay, chung toéi
con chiing minh dinh 1y ergodic Birkhoff da tri dang nhiéu chiéu déi vé6i truong
hop phép bién déi bao toan do do khong dugc gia thiét 1a ergodic. Muc 2.4 trinh
bay dinh 1y ergodic Birkhoff dang hai chiéu cho bién ngau nhién md theo hoi tu
Mosco. Cac két qua chinh ctia Chuong 2 1a Dinh 1y 2.2.2, Dinh 1y 2.3.6 va Dinh
Iy 2.4.1.

Chuong 3 ducc danh dé nghién ctu luat s6 16n déi véi mang hai chiéu céc bién

ngau nhién da tri theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman. Muc 3.1 trinh bay cac
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b6 dé can thiét cho chitng minh cac két qua chinh ctia Chuong 3. Muc 3.2 duge
danh dé thiét lap luat sé 16n déi v6i mang hai chi s6 cac bién ngdu nhién da tri
cho cac truong hop: doc lap doi mot cing phan phoi, hoac doc lap va nhan gia
tri trén khong gian cac tap con dong ctia khong gian Rademacher dang p, hoac
phu thudc 2-hoédn doi duge. Cac két qua chinh ciia Chuong 3 1a Dinh 1y 3.2.1,
Dinh 1y 3.2.2, Dinh 1y 3.2.6, Dinh 1y 3.2.7 va Dinh ly 3.2.8.

Chuong 4 trinh bay vé luat s6 16n déi v6i mang tam giac cac bién ngau nhién
da tri theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman. Muc 4.1 thiét lap dang dinh 1y
Stolz cho truong hgp mang tam gidc. Muc 4.2 nghién cttu luat s6 16n cho mang
tam gidc cac bién ngau nhién da tri thoa man: doc lap theo hang va nhan gia tri
tréen khong gian cic tap con déng ciia khong gian Rademacher dang p. Cac két
qua chinh ciia Chuong 4 la Dinh 1y 4.2.1 va Dinh 1y 4.2.3.

Cac két qua chinh ctia luan 4n da dudc trinh bay tai Hoi nghi Toan hoc phoi
hop Viet-Phap (Dai hoc Su pham Hué, 20-24/08/2012), Dai hoi Toan hoc Viét
Nam lan thit 8 (Trudng Si quan Thong tin, 10-14/08/2013), Hoi nghi toan quoc
lan thu 5: “Xéac suat - Thong ké: nghién citu, ting dung va giang day” (Dai hoc
Su pham Da N&ng, 23-25/05/2015), Seminar cia Bo mon Xac suat thong ke va
Toan tng dung thuéc Khoa Su pham Toan hoc-Truong Dai hoc Vinh (tit nam
2011 dén nam 2015). Phan 16n cac két qua nay da duge cong bo trén cac tap chi
Set-Valued and Variational Analysis, Statistics and Probability Letters va Journal

of Nonlinear and Conver Analysis.
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CHUONG 1

MOT SO TINH CHAT
VE HOI TU MOSCO VA HOT TU WIJSMAN

Trong chuong nay, ching toi gidi thitu mot s6 khai niém co ban vé xac
suat tren khong gian cic tap con déng ctia mot khong gian Banach, nghién ctu
cac loai hoi tu va cac tinh chat can thiét vé giai tich ham, giai tich 16i trén khong
gian nay. Chung toi thiét 1ap mot s6 két qua hoi tu lién quan t6i cac topo Mosco
va Wijsman d6i v6i mang nhiéu chi s6 cic tap con déng clia mot khong gian
Banach thic, kha ly va ddi v6i mang nhiéu chi sd cac bién ngau nhién da tri. Cac

két qua chinh ctia chuong duge viét dua trén bai bao [13].
1.1. Mot sb kién thidc chuan bi

Trong luan an nay, néu khong néi gi thém, ta luon gia thiét rang (2, A, P) 1a
mot khong gian xac suat, F 1a mot o-dai s6 con ctia A, (X, || -||) 1a khong gian
Banach thyc va khé ly, By 1a o-dai s6 Borel ctia X, X* 1a khong gian ddi ngau
ciia X. Ky hiéu ¢(X) (tuong ting, cc(X), cwk(X), k(X), ck(X)) 1a ho tat ca cac tap
con khéc rong va déng (tuong ting, 16i va dong, 161 va compact yéu, compact, 161
va compact) ctia X.

Néu dong nhat phan tit = € X v6i tap don tit {z} € ¢(X) thi c¢6 thé coi X la
tap con ctia ¢(X). Tit d6, c6 thé noéi cac két qua thu dude trong luan an nay déi
v6i bién ngau nhien da tri 1a sy tong quét cac két qua tuong tng déi véi phan ti
ngau nhién don tri. Tuy nhién, do cau tric topo clia khong gian cac tap déng va
do nhitng dac tinh dic biét ctia cdc phép toan trong 1y thuyét tap hop nén céac

bién ngau nhién da tri c6 nhiéu tinh chat phong phu hon.
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Ky hiéu N 1a tap cac s6 nguyén duong, Q 1a tap cac s6 hitu ti, R 1 tap cic s6
thue va R 1a tap cac sd thuc khong am.

V6i mdid € N, trén tap hop N¢, cac phan t1t (1,1,...,1), (2,2,...,2),(3,3,...,3),
(m1,ma,...,mq), (n1,n9,...,nq) lan lugt duge ky hiéu béi 1, 2, 3, m, n. Gia st
n=(ny,ng,...,ng) € N?, ta ky hicu In| = ﬁ Ni, Nax = max{n; : i =1,2,...,d} va
Ny = min{n; : i = 1,2,...,d}. V6i hai s6 éc_lrllLIc m va n, gia tri 16n nhat va gia tri
nhoé nhat ctia ching tuong tng duge ky hieu bdi m vV n va m An. Véi mdi a € R,
logarit co s6 2 ciia a V 1 duge ky hiéu 1a log™ a. V6i m,n € N?, ta viét m < n
(tuong ting, m < n) néu m; < n; (tuong tng, m; < n;) véi moi i = 1,2, ..., d.

V6i A, B C X, clA, coA va coA tuong ting ky hieu bao déng, bao 1oi va bao 10
dong cua A; ham khoang cdach d(-, A) cua A, khoang cach Hausdorff dy(A, B) cua

A va B, ham tua s(-, A) ctia A, chudn ||A| ctia A tuong tng duge dinh nghia béi

d(z,A) = inf{||z —y| :y € A}, (z € X),
dH(A7 B) = max{sup d(l’, B)v sup d(y7 A)}a
x€A yeB
s(x*, A) = sup{(z*,y) :y € A}, (x* € X¥),

[A]l = sup{]|z]| -z € A}.

Dat B* = {z* € X* : ||lz*|| < 1} va §* = {z* € X* : ||z*|| = 1}. Khi d6, B* va S*
tuong tng goi 1& hinh cau don vi dong va mat cav don vi cliia X*.
Ky hi¢u P(X) la tap tat ca cac tap con khac rong ciia X. Trén P(X), ta trang

bi cac phép toan sau

A+B={a+b:ac Abe B},

M ={)la:a€ A},

trong d6 A, B € P(X), A € R. N6i chung, khong ton tai phan tit doi ciia A € P(X)
nén P(X) khong phai 14 mot khong gian tuyén tinh ting v6i phép toan lay tong
va 1ay tich vo huéng néu trén. Hon nita, ngay ca khi A va B 1a cac tap dong va bi
chan thi A+ B c¢6 thé khong phai la tap dong (xem vi du trong [51, Cha y 1.1.1,
tr. 1-2]). Tuy nhién, néu A, B € ck(X) thi A+ B € ck(X).
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o-dai s6 trén ¢(X) sinh bdi cac tap
U ={CecX):CNU#0}

v6i U 1a tap mé cia X, dudce goi 1a o-dai s6 Effros va duge ky hieu la B,(x) (xem
41]).
1.1.1 Dinh nghia. ([41, tr. 614]) Anh xa F : Q — ¢(X) dugc goi la F-do dugc
néu véi moi B € Byx), F1(B) € F. Anh xa F-do duge F con duge goi 1a bién
ngau nhién da tri F-do dugc. Néu F = A thi ta néi gon F 1a do dugc, hodc bién
ngau nhién da tri.
1.1.2 Pinh 1y. ([42, Dinh Iy 1.0]) Anh za F : Q — (%) do duoc khi va chi
khi ton tai day {f, : n > 1} cdc phan ti ngdu nhién t& Q vao X sao cho
F(w) = c{fp(w) : n > 1} vd1 moi w € Q. Day {f, : n > 1} nhu trén dudc go:
la mot biéu dién Castaing cia F.

Cac phép toan ddi véi cac bién ngau nhién da tri duge dinh nghia tuong ting
1& cac phép toan tren P(X) cho moi w € Q.

Theo [51, Dinh 1y 1.2.3], néu Fy, F» 1a cac bién ngau nhién da tri va ¢ 1a bién
ngau nhién (don tri) thi

(a) dg(F1(w), Fo(w)),d(z, F(w)) (z € X) va s(z™, F(w)) (" € X*) la cac
bién ngau nhién (don tri);
(b) cl(Fy + F),£Fy va ©oF) 1a cac bién ngau nhién da tri.

V6i méi bién ngau nhién da tri F, ta ky hieu Ap = {F~1(B) : B € B.x)}. Khi
d6 Ap 1a o-dai s6 con bé nhat cia A ma F do dudc. Phan phoi zdc suat cia F
la do do xac suat Pp trén B,y duge xac dinh béi

Pr(B) = P(F~'(B)), B € Byz)-
1.1.3 Dinh nghia. ([41, tr. 623]) Mot ho cac bién ngau nhien da tri {F; :i € I}
duge goi 1a doc lap (tuong tng, doc lap doi mot) néu ho cac o-dai s6 sinh béi
ching {Ap, :i € I} 1a doc lap (tuong tng, doc lap doi mot), va duge goi la cung

phan phoi néu tat ci cac phan phoi xac suat P, i € I déu bing nhau.
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1.1.4 Dinh nghia. ([45, tr. 267]) Mot ho hitu han céc bién ngdu nhiéen da
tri {Fy, Fy, ..., F,} dudc goi 1a hodn doi duge néu v6i moi phép thé 7 ciia tap

{1,2,...,n} va moi tap con {By, By, ..., By} cla B,y),
]P)(Fl € By,..., I, € Bn) = ]P)(Fﬂ(l) € By, .. .,Fﬂ.(n) S Bn).

Mot ho dém duge cac bién ngdu nhién da tri dude goi 1a hodn doi duge néu moi

ho con hitu han ctia n6é déu hoan déi duge.

Xuat phat tit khai niem mang cac bién ngau nhién (don tri) 2-hoan déi duge
(xem [25, Dinh nghia 3] cho trudng hop bién ngdu nhién thye, xem [23, tr. 156]
cho trudng hgp phan t1t ngau nhién nhan gia tri trén khong gian Banach kha ly),
chiing toi phat bieu khai niem tuong tu cho trusng hop ho cac bién ngau nhien

da tri.

1.1.5 Dinh nghia. Ho céic bién ngau nhién da tri {F; : i € I} dugc goi 1a 2-hodn

doi duge néu voi moi iy, iz, j1, jo € I, i1 # iz, j1 # j2 va moi By, By € Byx),
]P)(Fil € Bl,Fi2 S BQ) = ]P)(Fjl € Blijz c BQ).

Mbi quan hé gitta tinh doc lap cting phan phéi, tinh doc lap doi mot cung
phan phéi, tinh hoan doi dudc, tinh 2-hoan déi dugc va tinh cting phan phdi ciia

ho cac bién ngau nhién da tri dugc thé hien béi so do sau:

doc lap cting phan phdi —— doc lap doi mot cting phan phdi

l l

hoan déi dugc 2-hoan déi ducc

|

cting phan phoi

1.1.6 Dinh nghia. ([25, Dinh nghia 2]) Méang cac bién ngau nhién nhan gia tri
thuc {fn:n € Nd} dugce goi la 2-hoan doi duge dén moment bac 2 néu théa man
hai diéu kién sau:

(a) v6i moi 1,j € N, i # j, E(fifj) = E(f1f2),

() véimoin e NY, Ef, =Ef; va Ef2 =Ef}.
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1.1.7 Dinh nghia. ([42]) Phan t ngau nhién f : Q — X dugc goi 1a ldt cat (hay,

ham chon) clia bién ngau nhién da tri F néu f(w) € F(w) h.c.c.

Tap hop tat ca cac 1at cat (tuong ting, 14t cit F-do duge) ctia F duge ky hieu
la 8Y. (tuong tng, S%(F)).

V6i mdi p > 1, ky hieu LP(F, X) 1a khong gian Banach cac phan tit ngau nhién
F-do dugce f: Q2 — X sao cho

| £ ll=(E | f")7 < oc.

Néu F = A thi L?(A, X) dugce viét gon 1a LP(X). Néu X = R thi ta viét gon L
thay cho LP(R).

V6i mdi p > 1 va mdi bién ngau nhién da tri F-do duge F, dat
Sh(F)={fe’(F,X): f(w) € F(w) h.cc.}.
Trong trudng hop F = A ta viét SE(A) gon lai la SF..

1.1.8 Dinh nghia. ([51, Dinh nghia 1.3.8]) Bién ngau nhién da tri F : Q — ¢(X)

dugc goi 1a khd tich néu S} khac rong.

Néu bién ngau nhién da tri F kha tich thi ton tai mot biéu dién Castaing ctia
F thudc vao Sp (xem [42, Bo dé 1.1]). F kha tich néu va chi néu d(0, F(-)) € L!
(xem [51, Dinh 1y 1.3.10]).

Trong [4], R. J. Aumann da gi6i thi¢u khai niém ky vong ctia bién ngau nhién

da tri nhu sau.

1.1.9 Dinh nghia. ([4]) Ky vong clia bién ngau nhien da tri khd tich F,
ky hieu EF, dugce dinh nghia bdi

EF :={Ef: f € S},
trong d6 Ef 1a tich phan Bochner ctia phan ti ngau nhién f.

Luu ¥ rang EF c6 thé khong phai 1a tap dong (xem [51, Vi du 2.1.3, tr. 41-42]).
Trong [51, Dinh 1y 2.2.2 va Dinh ly 2.2.3, tr. 47-52], S. Li, Y. Ogura va
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V. Kreinovich da chi ra rang EF la tap con déng ctia X néu thoéa man mot
trong hai dicéu kien:

(1) X ¢6 tinh chat Radon-Nikodym va F nhan gié tri tap 16i, compact;

(2) X 1a mot khong gian phan xa va F nhan gia tri tap 1oi.

Ngoai ra, v6i mdi bién ngau nhién da tri F-do dugc F, ta dinh nghia
E(F, F) :={Ef: f € Sk(F)}.

V6i méi #* € X*, ham s(z*,-) : P(X) — R c6 tinh chat tuyén tinh, theo nghia

v6l moi A, B C X vamoi A € Ry,

s(z*, A+ B) = s(z*, A) + s(z*, B),

s(x*, AA) = As(z*, A).

Theo [51, Dinh 1y 2.1.12], Es(2*, F) = s(z*, EF) v6i F 1a mot bién ngau nhien da
tri kha tich.

1.1.10 Dinh nghia. ([50, tr. 246]) Gia st {r; : j > 1} 1a mot day cac bién ngau

nhién doc lap, ciing phan phoi va

Khong gian X dugc goi 1a mot khong gian Rademacher dang p (p € [1,2]) néu ton

N

tai mot hang s6 C > 0 sao cho v6i moi i > 1 va moi v; € X (1 < j <) thi

: P\ 1/p ‘ 1/p
(B[] ) " <o (i)
j=1 j=1

Trong [43], J. Hoffmann-Jorgensen v G. Pisier da chi ra ring diéu kién dé

khong gian X 1a khong gian Rademacher dang p (p € [1,2]) tuong duong véi dicu

kién ton tai hang s6 C' > 0 sao cho
n p n
|3 5| <> EInr
=1 =1

v6i moi day {f1, fo,..., fn} cac bién ngau nhién doc lap, c6 ky vong bang 0 va c6

moment bac p hitu han.
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Néu khong gian Banach thyc, kha ly 1a khong gian Rademacher dang p véi p
nao do thuoc (1, 2] thi né ciing la khong gian Rademacher dang ¢ v6i moi g € [1, p).
Moi khong gian Banach thuyc va kha ly déu 1a khong gian Rademacher dang 1.
Véi p > 1, ky hiéu £P la khong gian cdc ham c6 lity thtta bac p kha tich va ¢, 1a
khong gian cac day co liiy thita bac p kha tong. Khi dé, cac khong gian £P va
(, déu la khong gian Rademacher dang 2 A p. Moi khong gian Hilbert thuc, kha
ly vd moi khong gian Banach thic, hitu han chiéu va kha ly déu 1 khong gian
Rademacher dang 2. Dac biét, R 1a khong gian Rademacher dang 2. Chiing ta c6
thé tim hiéu them cac dic trung ctia khong gian Rademacher dang p trong tai
licu [68].

V6i {zn : n € N?} C R, ky hieu

liminf x, =sup inf zy,
Nmax— 00 kZl nmaXZk

limsup zn, = inf sup zy,
Nimax—>00 k21 npac>k

liminf xy =sup inf =z,
Nmin—00 Ile l’lminzk

limsup z, = inf sup zn.
Nmin—00 kZl nminzk

Ky hiéu s (tuong ting, w) la topé manh, titc 1a topo sinh béi chuan (tuong tng,

topo yéu) tren X.

1.1.11 Dinh nghia. Ta néi ring:

(a) Mang {z, :n € N} c R hoi tu tdi 2 € R khi npy., — oo néu

liminf z, = limsup z, = x.
Nmax—00 Ninax—00

Khi do, ta ky hieu lim x4, =z, hoac xy, — 2 khi ny,x — oo.
Nmax—>00

(b) Mang {zy :n € N} ¢ X hoi tu tdi x € X khi ny. — 0o néu

lim |zn — 2| = 0.
oo

Nmax

Khi do6, ta ky hiéu s- lim zp = z, hodc zp — = khi Npa — 00 (dé cho gon, ta
Nmax—>00

thuong luge bo ky hiéu s).
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(¢c) Mang {zn :n € N4} € X hoi tu yéu tdi x € X khi nyax — 0o néu

lim (2%, xq) = (¥, )
Nmax—>00

P . . pa - PN . - w .
v6i moi z* € X*. Khi do, ta ky hiéu w- lim =z, = x, hodc zp, — z khi nya — oc.
nn]ax*)OO

Su hoi tu khi nyin — oo duge phat biéu tuong tu.

C6 the kiém tra duge rang lim =z, = = (tuong tng, lim 2, = 2) néu va chi
Nmax—>00 Nmin—00
néu véi moi ¢ > 0, ton tai s6 nguyén duong K sao cho ||z, — z|| < & v6i Nyax > K

(tuong uing, Ny, > K).

1.1.12 B6 dé. (Dinh Iy tach Hahn-Banach, xem [20, tr. 41]) Gid st A, B la cdc
tap con loi, khdc rong, roi nhau (AN B = 0) cia mot khong gian dinh chudan )
va Y* la khong gian doi ngau cia ). Khi dé ta cé thé tach A, B theo hai truong
hop sau:

(a) Néu A la tap md thi ton tai z* € Q* va mot s6 thuc a sao cho
(¥, a) < a < (x*)b),

V0t mot a € A va moi b € B.
(b) Néu A la tap compact va B la tap déng, thi ton tai x* € * va hai s6 thuc
a, 3 sao cho

(% a) < a < f < (x*D),

V0t mot a € A va moi b € B.

Duya trén dinh nghia ho cac bién ngdu nhién kha tich déu (xem [72]), ta c6

dinh nghia sau.

1.1.13 Dinh nghia. Ho cac phan tit ngau nhién {f; : i € I} dugc goi 1a khd tich
déu néu supE (||fl||]1(||fl||>a)) — 0 khi a — oo.
iel

1.1.14 Dinh ly. Ho cdc phan ti ngau nhién {f; i € I} la khd tich déu khi va
chi khi hai dieu kién sau théa man:

() sup E[[ fi]| < o0,
iel
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(i1) vdi moi e > 0, ton tai 6 > 0 sao cho vdi moi A € A, P(A) < 6 th

sup I (]| fi[[T4) < e.

icl
1.1.15 Dinh nghia. Mang cac phan tit ngdu nhién {f, : n € N} dugc goi 1a hoi
tu theo trung binh cap r (r > 0) t6i phan tit ngdu nhién f khi ny. — oo (tuong
ing, Ny, — oo) va duge ky hiéu f, — f trong L khi nya — oo (tuong tng,

Nppin — 00), Néu
Elfa — flI" = 0 khi ny.x — oo (tuong @ng, nyi, — oo).

Béng lap luan tuong tu nhu chiing minh ctia [32, Dinh ly 5.2, tr. 218], ta thu
ducc hai khéng dinh sau day.

1.1.16 Dinh 1y. Cho trudc so thuc duong r. Gid st mdng cac phan tii ngdu nhién
{fa:n e N9 hoi tu h.c.c. tdi phan i ngau nhién f khi Dyax — co. Khi dé, mdng
{lIfall” : n € N9} la khd tich déu khi va chi khi f € L™ va fo — f trong L7 khi

Npax — 00.

1.1.17 Dinh 1y. Cho trudc so thuc duong r. Gid st mang cac phan tii ngau nhién
{fa:n e N9 hoi ty h.c.c. tdi phan ti ngau nhién f khi Dy, — co. Khi dé, mdng
{IIfall” : n € N9} la khd tich déu kéo theo f € L™ va fo — f trong L” khi Dy, — co.

1.2. Mot s tinh chat vé hoi tu Mosco va héi tu Wijsman dbi véi

mang cac tap con dong cua khong gian Banach

Dau tien, chiing toi gidi thieu mot so loai hoi tu quan trong trén khong gian cac
tap con doéng, khac rdng ctia khong gian Banach. Gid stt d € N va {4, : n € N}
13 mot mang trén ¢(X). Dé thuan tién, cic topd s va w trén X dude ky hiéu chung
la ¢t. Ky hiéu

t- liminf Ay, ={zeX:z=¢ lim zy,, v6ix, € Apn},

Npax—00 Nmax—00

t-limsup Ay ={r € X1z =t- lim xy, vOizk € Ay},

Npax—>00 Kmax—00
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trong d6 {Apqy : k € NY la mot mang con ciia mang {4, : n € N9}
(6 day, mdng con dugc hiéu theo nghia 13 day con theo ting toa do). Céac tap
t- liminf Ay va t- limsup Ay, tuong ting goi la gidi han dudi va gidi han trén cia
Nimax—>00 Npax—>00
mang {Ay : n € N} ting v6i topo t khi nya — co.
Dé thay rang ¢- liminf A, C ¢- limsup Ap va

Nmax—>00 Nmax—00

s- liminf A, C w- limsup Aj.
Nmax—00 Nypax—00

1.2.1 Dinh nghia. ([51]) Gid stt A € ¢(X). Mang {A,, : n € N9} C ¢(X) dugc goi

N

la
(a) hot tu theo khoang cach Hausdorff t61 A khi np.x — oo va duge ky hiéu la
H- lim A, =A,néu lim dy(An, A) =0;

Nmax—00 Nmax—00

(b) hoi tu yéu t6i A khi npya, — oo vd duge ky hieu 1a W-  lim A, = A, néu

Nyax—00
lim  s(2*, Ap) = s(2*, A) v6i moi z* € X*;

nnlax_>oo
(¢) hoi tu Wigsman t6i A khi np,e — oo va dude ky hiéu la
Wijs- lim A, = A, néu lim d(z, Ap) = d(x, A) v6i moi z € X;
Nmax—00 Nmax—00
(d) hov tu Kuratowsk: t61 A ting véi topo t khi npax — oo va duge ky hiéu la

t- lim A, = A, néu
Nmax—>00

t- limsup A, = t- liminf A, = A;

Nyax— 00 Nmax—>00

(e) hoi tu Mosco t61 A khi npax — oo va duge ky hiéu la M- lim A, = A,
Nmax—00

Z

neu
w- limsup A, = s- liminf A, = A.
Nmax—>00 Nmax—>00
Su hoi tu khi Ny, — oo duge phat biéu tuong tu.
1.2.2 Nhan xét. (1) Nhan thay réang - lim Ay = A néu va chi néu

Nmax—00

t- limsup A, C A C t- liminf Ay.

Nmax—00 Nmax—00

Hon nita, M- lim A, = A néu va chi néu
Nyax—>00

w- limsup A, C A C s- liminf Ap.

Nimax—00 Nmax—00
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(2) Hoi tu theo khodng cach Hausdorff kéo theo hoi tu yéu va hoi tu Wijsman.
Néu hoi tu theo khodng cach Hausdorff ma gi6i han 1 mot tap 10i, déng thi sé
kéo theo hoi tu Mosco. Trén khong gian cac tap con 16i vd compact ciia khong
gian hitu han chiéu, cac loai hoi tu Mosco, Wijsman, hoi tu yéu va hoi tu theo
khoang cach Hausdorff 1a tuong duong. Trén khong gian cac tap con déng cia
khong gian phan xa, hdi tu Mosco kéo theo hoi tu Wijsman. Chiing ta cé thé tim
hiéu them méi lien hé gitta cac loai hoi tu trén khong gian céac tap con déng cua
khong gian Banach trong cac tai lieu [11, 51].

Tinh chat sau day cta giéi han dudi ting véi topo s doi v6i mang nhiéu
chi s6 cac phan tit trén ¢(X) duge ching toi st dung thuong xuyeén trong luan
an. Chitng minh cho trudng hop mot chiéu (d = 1), c¢6 thé tham khao trong
[54, Ménh dé 8.2.1, tr. 146]. D6i vé6i truong hgp méng nhiéu chiéu, ching toi can

duwa ra mot chiing minh khac, st dung phuong phap phan chiing.

1.2.3 Dinh ly. Gid st {A, :n € N9} € ¢(X). Khi d6, néu s- liminf A, # 0 th

Nyax—>00
s- liminf A, € ¢(X).
Nmax—>00

Ching minh. Gia st {zp : £k > 1} la mot day trong s- liminf A, va o — «

Nmax—>00

khi & — oco. Khi d6, v6i méi k& > 1, do z, € s- liminf A, nén ton tai mang
Npax—>00

{xﬁff) :n € N9} sao cho %) e AL véi moi n e NY va 2 = 2 khi nyp, — co.

Dé chitng minh s- liminf A, 1a tap doéng ta can chiing minh z € s- liminf Ay.
N 00 Nmax 300

Nghia 13, ta can ching té ton tai mang {y, : n € N} sao cho y, € A, vdi moi
n € N* va y, — 2 khi ny. — co. Dac biét hon, ta chi can chi ra ton tai mang
{yn :m € N9} véi gy, € {xﬁlk) k> 1} v6i moi n € N sao cho y, — 2 khi Dyax — 0.
Diéu nay c6 nghia la, v6i moi ¢ > 0, ton tai N. > 0 sao cho v6i moi n € N?
MA Npax > Ne déu ton tai yn € {2 : k > 1) théa man |yn — 2| < e. That
vay, gia st didu nay khong ding, nghia la, véi moi mang {y, : n € N¢} sao cho
Yn € {xﬂ“) k> 1} v6i moi n € N ta déu ¢ y, - = khi nya — co. Khi d6, ton
tai € > 0 va ton tai day ting ngit cac chi s6 {n; : i > 1} ¢ N sao cho v6i moii > 1,

ton tai n; € N? thoa man (n;)max = n; va

ym, — || > & v6i moi yn, € {2 k > 1}. (1.2.1)
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T gid thiét x;, — = khi k — oo, ton tai kg € N sao cho véi moi k > ko,

£

|zr — 2| < 9

D%b@mMﬂk:%JamHmfwﬂ<§T%pmqwmﬁdﬁx%kMHmyﬁm,

nén ton tai ng € N sao cho v6i moi n € N ma npax > no,

|

R6 rang, ton tai n;, € N¢ sao cho (N, )max > no. Khi do,

k £
ko) — Tho|| < 3

k €
‘ xﬁllz) —Th|| < 5
Tit 6.
k k e ¢
‘ J;ﬁlg) - xH < ‘ 1:,([12) — Tho || + |2k, — 2|l < 3 + 5=¢
Diéu nay mau thuan véi (1.2.1). Do d6, ta c6 diéu phai chiing minh. O

Dura vao dinh 1y tdch Hahn-Banach, chiing t6i dua ra mot chiing minh chi tiét

két qua sau day.
1.2.4 B6 dé. Gid st A la mot tap con khdc rong cia X. Khi dé, ton tai day

{a5:j = 1} C 8" thoa man x € TOA khi va chi khi (x5, z) < s(z}, A) vdi moi j > 1.

Chitng minh. V6i mdi x € oA, ton tai cac day {z, :n>1} C A, {yp:n>1} C A

va {pn :n > 1} C [0,1] sao cho

lim (ppan + (1= pin)yn) = .

n—oo

V6i moi z* € X*,

<{E*, pnTn + (1 — fin)yn) = Nn(x*a Tp) + (1 — ,un)<55*7?/n>
< 1ns(a*, A) + (1~ pu)s(a”, A)

= s(x*, A), v6i moin > 1.

Chuyén qua giéi han khi n — oo ta nhan dugdc chiéu thuan trong két luan ctia bd
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Do X la khong gian kha ly, nén ton tai day {z; : j > 1} trll mat trén X\ CoA.
V6i moéi j > 1, do z; ¢ TOA va oA la tap dong nén d(zj,c0A) > 0. Goi
U(zj) = {y € X : ||z;—y|l < d(zj,c0A)} la hinh cau md tam z;, ban kinh d(z;,c0A).
RO rang U(z;) la tap 16i khac rong va c0A NU(x;) = 0. St dung dinh ly tach
Hahn-Banach (xem Bo dé 1.1.12) v6i luu ¥ rang ta c6 thé thay 2* béi —z* hoac

.’E*
[l

, ta suy ra ton tai 2§ € S* va s6 thuc a sao cho
(x],a) > a > (r],b),
v6i moi a € U(z;) va moi b € @A, Tit do, ta c6

s(x},C0A) = sup (z7,b) <a < inf (7},q)

becoA aecl(U(z;))
. inf -y ' ,
aedl(n(xj)){@] zj) + (2}, a — x5)}
— "f, . inf *f’ — T
(7] x]>—|—a€dl(n(xj))(x] a—xj)

Dé ching minh chiéu ngugc lai trong két luan ctia bé dé, ta chitng minh bang
phan chiing. Gia sit ton tai # € X sao cho (¢}, z) < s(a}, A) v6i moi j > 1 va
x ¢ c0A. Khi d6, ton tai day con {z;y : k > 1} cta day {z; : j > 1} sao cho
{zjk) : k > 1} hoi tu t6i . Tu do,

k) — |, v6i moi k > 1.

Cho k tién t6i oo ta nhan dugc d(z,c0A) = 0. Diéu nay mau thuan véi z ¢ coA.

Tu d6 ta c6 diéu phai chitng minh. O

Dinh 1y sau day dugc ching toi thiét lap dé ching minh phan “limsup” cia

hoi tu Mosco déi véi luat s6 16n cho mang cac bién ngau nhién da tri.
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1.2.5 Dinh ly. Gid st {A, Ay : n € N} € (X) va D* la mot tap con dém dugc
cia S* sao cho x € €0A khi va chi khi (x*,z) < s(x*, A) vdi moi z* € D*. Khi do,
néu

limsup s(z*, Ap) < s(z*, A)

Nmax—00

var mot X € D*, thi

w- limsup A, C COA.
Nyax—>00

Chiing minh. Su ton tai cia D* dua vao Bo dé 1.2.4. V6i mdi z € w- limsup Ap,

Nmax—>00
ton tai mang {zx : k € N} sao cho zix € Ay VOl {Apa : k € N7} 1a méng con
clia mang {An : n € N} va, 2y 5 2 khi kypax — 0o, Tt d6,

< limsup s(z*, Ap)

Nmax—00

<s(z*,A), =" € D",
Diéu nay kéo theo x € coA. Do do6, ta thu duge diéu phai chiing minh. O

Tiép theo, cac Dinh Iy 1.2.6 va 1.2.7 dugc chung t6i thiét lap dé ching minh

luat s6 16n da tri theo topo Wijsman.

1.2.6 Dinh 1y. Gid s {A, Ay :n € N} € ¢(X) va D la mot tap con tru mat trén
X. Khi dé, néu

limsup d(z, Ap) < d(z, A), (1.2.2)

Nmax—00

vdi moi v € D, thi két luan (1.2.2) ciing ding vdi moi x € X.

Chatng minh. Dau tién, ta luu ¥ rang ham khoang cach d(-, C) 1a ham 1-Lipschitz,

nghia la, v6i moi C' C X va moi z,y € X,

d(x,C) — d(y,0)| < d(z,y) = ||l — y]|. (1.2.3)
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V6i z bat ky thuoc vao X, ton tai day {zy : k > 1} C D sao cho klim T = .
—00
Khi d6, v6i mdi n € N va méi k > 1,
d(x, An) — d(z, A) < |d(z, An) — d(zp, An)| + {d(z}, An) — d(z, A)}
+ [d(zk, A) — d(z, A)]
< 2d(x,xy) + {d(x), An) — d(zg, A)} (theo (1.2.3)). (1.2.4)

Cho np.x — oo, ta co

limsup{d(x, An) — d(xz, A)} < 2d(x,xy).
Nmax—>00
Sau do, cho k — oo, ta nhan dugce
limsup{d(x, An) — d(z, A)} < 0.

Mo —00
Diéu nay dan té6i diéu phai chitng minh. O
Trong [39, B6 dé 3.1], C. Hess da chiing t6 rang véi méi A € ce(X),
d(z, A) = sug {{z*, z) — s(z*, A)} v6i moi = € X, (1.2.5)
2B
va ton tai tap con dém dudc D* ctia B* sao cho
d(z, A) = sug {{z",x) — s(z*, A)}, v6imoi = € X. (1.2.6)
z*eD*
Tu két qua nay, chung toi thu duge dinh 1y sau day. Truong hop day (d = 1),
ta c6 the xem [39, Bo dé 3.2].

1.2.7 Dinh ly. Gid st {A, Ay : n € N4} C ¢(X) va gid st D* la mot tap con dém
duge, tru mat cia B* sao cho
d(x,c0A) = sup {(z*,z) — s(z*,C0A)}, vdi moi x € X. (1.2.7)
x*eD*
Khi do, néu véi moi x* € D*
limsup s(z*, Ap) < s(z*, A)
Nmax—00

thi voi moi x € X

liminf d(z, An) > d(z,COA).

Nmax—00
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Chaing minh. Sy ton tai ctia D* duge khang dinh béi (1.2.6). Véi méi = € X, tit
(1.2.5) va (1.2.7), ta c¢6

liminf d(z, An) > liminf d(x,c0Ap)

Nmax—>00 Nmax—00
> liminf ( sup {x z) — s(x })
Nyax—00 r*cB*

> sup {liminf ((x x) — s(x*, Ap) )}

I*GB* Nyax—00

= sup

> sup {x z) — s(a* A)}
z*eB*
x*eD*{

— s(x* A)} = d(z,coA).
Day chinh la diéu phai chitng minh. O

Nghién citu méi lien hé gitta hoi tu Wijsman va hoi tu Kuratowski cho truong

hop mang nhiéu chiéu, ching t6i thu dugc két qua thé hien qua dinh 1y sau day.

1.2.8 Dinh ly. Gid thiét rang {A,An : n € N9} c oX). Khi dé, néu
Wijs- lim A, =Athi s- lim A, =A.

Nmax—00 Nmax—>00

Chitng minh. Tu gid thiét Wijs- lim A, = A, ta suy ra

Nmax—>00

lim d(z, Ap) = d(z, A) véi moi = € X. (1.2.8)

Nmax—00

V6i mdi a € A, bang cach chon z = a,

lim d(a, An) =d(a,A) =

Nmax—>00

Tt d6, v6i moi e > 0, ton tai N € N sao cho
£ ..
d(a, An) < 5 v6i moi n € N? sao cho nmax > Ni.

Cé dinh ¢ & trén, theo dinh nghia ham khodng céch, v6i mdi n € N¢ ton tai
Tn € An sao cho

5
lzn — all < d(a, An) + 3.

Diéu nay kéo theo |zn —al| < %+g = ¢ v6i moi n € N? sao cho Nyax > Ni, v do
d6 lim xz, =a. Vivay, a € s- liminf Ay, hay A C s- liminf Ay.

Nmax—>00 Nmax—>00 Nmax—00
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Tiép theo, v6i moi y € s-limsup Ay, ton tai méng con {4y : k € N%}
Nmax—00

cia mang {A, : n € NP} va ton tai cdc phan tif apg) € Apgy sao cho

Ay, n00) — 0 khi Kpax — 00, A do d6 d(y, Angg) — 0 khi Kuax — oo.

Theo (1.2.8), y € A nhd vao d(y, A) = 0. Vi vay, ta thu dugc s- limsup 4, C A. O

Nmax—00

1.3. Mot s6 tinh chat cta héi tu Mosco va hoi tu Wijsman doi
v6i mang cac bién ngau nhién da tri

Trong Dinh nghia 1.2.1, néu ta thay A, bdi Fy(w) va A béi F(w) véi w thudc
vao mot tap c6 xac suat 1, trong dé F, Fy, n € N? I cac bién ngau nhién da tri,
thi ta c6 khai niem hoi tu hau chac chan cho cac bién ngau nhién da tri.

Két qua sau day duge ching t6i stt dung dé chiing minh phan “lim inf” ctia hoi

tu Mosco khi thiét lap luat s6 16n déi v6i mang cac bién ngau nhién da tri.

1.3.1 Dinh 1y. Gid st {F, : n € N%} la mot mdng cdc bién ngau nhién da tri va
A cC X. Néu vdi moi x € A va moi e >0, ton tai z- € X sao cho ||z — .|| < & va

ze € s- liminf Fy(w) h.c.c., thi

Nmax—>00

A C s- liminf Fy(w) h.c.c.

Nmax—00

Chitng minh. Do X 1a khong gian kha ly nén ton tai day {z; : j > 1} tri mat trén
. . N . 1 X . ? ~ ~ N
A. V6imoi j >1vamodie= z (k> 1), ton tai x;; (chi phu thudc vao z; va k) sao

1 . . S s
cho ||z, —zj|| < z VA T, € 5- nlrlnriglcfo Fu(w) h.c.c. T Dinh 1y 1.2.3 va tu z;, — x;

khi k — oo, ta suy ra x; € s- liminf Fn(w) h.c.c. v6i moi j > 1. Dieu nay kéo theo
nnlax_>oo

{z; : j > 1} C s- liminf F,(w) h.c.c. Ap dung Dinh Iy 1.2.3 mot 1an nita va lay

Nmax—00

bao déng hai vé bao ham thitc trén, ta thu dugec A C s- liminf Fy(w) h.c.c. O

Nmax—00

Tw Dinh 1y 1.2.6, chung t6i thu duge Dinh 1y 1.3.2 va Dinh 1y 1.3.3 sau day
vé phan “limsup” ctia hoi tu Wijsman cho truong hop mang nhiéu chi s6 cac bién

ngau nhién da tri.
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1.3.2 Dinh 1y. Gid st D la mot tap con dém duge, tru mat trén X wva
F,Fy (n € N%) la cdc bién ngau nhién da tri. Néu véi moi v € D

limsup d(z, Fi(w)) < d(z, F(w)) h.c.c.,

Nmax—00

thi

lim sup d(z, Fp(w)) < d(z, F(w)) vt moi x € X h.c.c.

Npax—00

Chaing minh. Theo gia thiét, ton tai N € A c6 xac suat 0 sao cho véi moi w € Q\N,

limsup d(z, Fu(w)) < d(z, F(w)), (1.3.1)

Nmax—00

v6i moi z € D. Theo Dinh 1y 1.2.6, ta suy ra (1.3.1) ding véi moi z € X. Tu do,

ta c6 dieu phai chitng minh. O

1.3.3 Dinh 1y. Gid st F,F, (n € N%) la cic bién ngau nhién da tri. Néu
F(w) C s- liminf Fy(w) h.c.c., th
o0

max

limsup d(z, Fp(w)) < d(z, F(w)) vdi motxz € X h.c.c. (1.3.2)

Nmax—00

Chitng minh. Vi X 1a khong gian kha ly, nén ton tai tap D dém dugc va trit mat

tren X. Theo gia thiét, ton tai tap N € A c6 xac suat 0 sao cho véi moi w € Q\ N,

F(w) C s- liminf Fy(w). (1.3.3)

Ill'llal)(%Cm
C6 dinh w € Q\ N. Khi d6, v6i mdi € D vA mdi p € N, ton tai y € F(w) sao cho
1
o —yl| < d(z, F(w)) + o
T (1.3.3), v6i mdi n € N, ton tai fn € Fu(w) sao cho fn — y khi nyay — co. T
do,
limsup d(z, Fp(w)) < lim ||z — full
o

Npax—>00 Nmax

= [z —yl|
1
<d(z,F(w)) + ]—9
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Bang cach cho p — oo, ta nhan dugc

limsup d(z, Fu(w)) < d(z, F(w)). (1.3.4)

Nyax—>00
Stt dung Dinh 1y 1.2.6, khang dinh (1.3.4) ¢ trén sé ding v6i moi z € X. Vi vay,
dinh 1y dugce chiing minh. O

Bang k¥ thuat tuong ty nhu trong chitng minh ctia Dinh 1y 1.2.6, ta thu dugc
tinh chat sau day cia hoi tu Wijsman déi v6i mang nhiéu chiéu cac bién ngau

nhién da tri.

1.3.4 Dinh 1y. Gid si& D la mot tap con dém duge, tru mat trén X va
F,F, (m € N%) la cdc bién ngau nhién da tri. Khi dé, mdng {F, : n € N¢}

hoi tu Wijsman tdi F h.c.c. khi Dyax — 0o khi va chi khi vdi méi x € D,
d(z, Fa(w)) — d(z, F(w)) h.c.c. khi D — oo

Chiing minh. Chiéu thuan trong két luan ctia dinh 1§ 1a hién nhién. Do dé,
ta chi can ching minh cho chiéu ngudc lai. Theo gid thiét, ton tai N € A c6

xac suat 0 sao cho véi mdi w € Q\N,

lim d(a, Fp(w)) = d(a, F(w)), v6i moi a € D. (1.3.5)

Nmax—00
V6i modi w € O\ N va mdi z thuoc vao X, ton tai day {z; : k > 1} C D sao cho

klim zy, = . Khi d6, véi méi n € N va méi k > 1,
—00

|d(z, Fa(w)) — d(z, F(w))| < |d(z, Fn(w)) = d(zg, Fa(w))]
+ |d(zy, Fn(w)) — d(zg, F(w))]
+ |d(zg, F(w)) = d(z, F(w))]
< [d(zg, Fa(w)) — d(zp, F(w))]

+2d(z,7p) (theo (1.2.3)).
Cho npax — 00, theo (1.3.5), ta thu dugc

limsup |d(z, Fp(w)) — d(z, F(w))| < 2d(z, xp).

Nmax—>00
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Sau do, cho k — oo, ta nhan dugce

limsup |d(z, Fu(w)) — d(z, F(w))| < 0.

Nyax—>00
Diéu nay dan t6i

lim d(z, Fa(w)) = d(z, F(w)).

Nmax—00

Day chinh 1a diéu phai chitng minh. O

1.4. Nhan xét. Cac két qua trong chuong nay, cu thé 1d Nhan xét 1.2.2 (1) va
cde Dinh Iy 1.2.3, 1.2.5, 1.2.6, 1.2.7, 1.2.8, 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3, 1.3.4 déu dugc xét
cho truong hop hoi tu khi np,.c — oco. Ddi v6i trusng hop hoi tu khi nyy, — oo,

ta c6 cac két qua va chitng minh hoan toan tuong ti.

Két luan ctia Chuong 1

Trong chuong nay, luan an da giai quyét duge nhiing van dé sau:

- Chting minh mot s6 tinh chat vé hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman doi véi
méang nhiéu chi s6 cic tap con déng ctia khong gian Banach thuc, kha ly.

- Thiét lap mot s6 két qua hoi tu cho mang nhiéu chi s6 cac bién ngau nhien

da tri d6i véi hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman.



33

CHUONG 2

DINH LY ERGODIC BIRKHOFF DANG NHIEU CHIEU

Trong chuong nay, chng toi gidi thieu mot s6 khai niém lien quan t6i 1y
thuyét ergodic, thiét 1ap dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu trén khong
gian Banach thuc, kha ly va thu duge dinh 1y ergodic Birkhoff da tri dang hai
chiéu cho bién ngau nhién da tri va cho bién ngau nhién mo. Cac két quéa chinh

clia chuong duge viét dya trén bai béo [30].
2.1. M6t s6 kién thiic chuan bi

2.1.1 Dinh nghia. ([49]) (i) Mot phép bién doi T : Q — Q duge goi 1a do dugc
néu T71(A) € A, v6i moi A € A.

(i7) Mot phép bién doi T : Q — Q dude goi 1a bdo toan do do néu T 1a do duge
va dong thoi P(T~1(A)) = P(A), v6i moi A € A. Khi do, ta néi P 1a do do T-bat
bién.

(i43) Mot tap A € A dugc goi 1a T-bat bién néu T~1(A) = A.

(iv) Mot bién ngdu nhién f dudc goi 1a T-bdt bién néu foT = f.

(v) Mot phép bién doi bdo toan do do T : Q@ — Q duge goi la ergodic néu
cac tap T-bat bién chi c6 xac suat 0 hodc 1; nghia I, véi moi A € A, dieu kién

T71(A) = A kéo theo P(A) = 0 hosic P(A) = 1.

2.1.2 Nhan xét. (1) Phép bién doi bao toan do do T : Q — Q dugc viét mot
cach diy diTa T« (Q, A, P) — (2, A, P) béi vi tinh chit bao toan do do phu thuoe
vao o-dai s6 va vao do do.

(2) Ho tat ca cac tap T-bat bién lap thanh mot o-dai sd con clia o-dai s6 A.

Ta ky hiéu o-dai s6 nay 1& Zp.
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(3) Néu Ty, Ty : Q — Q la cic phép bién doi bao toan do do thi tich Ty o Ty
(con dudc viét gon 1a T1T») ciing 14 phép bién ddi bdo toan do do. Dic biét, néu
T :Q — Q 1a mot phép bién doi bao toan do do thi phép lap 7" (n € N) ciing 13
mot phép bién doi bao toan do do.

(4) Theo U. Krengel [47, tr. 5], bién ngau nhién f 1a T-bat bién néu va chi néu
f 1a Zp-do duge.

Tiép theo, ching toi gi6i thieu mot s6 khai niém co sd ciia bién ngiu nhién
mo. Day 13 mot md rong ctia khai niem bién ngau nhién da tri.

Anh xa u: X — [0,1] dudc goi la mot tap mo trén X.

V6i moi tap md u, tap a-mic Lou (o € (0,1]) duge dinh nghia béi
Lou={x e X :u(z) > a}.
C6 thé kiém tra dudc rang véi moi o € (0, 1],

Lou = (1) Lgu. (2.1.1)

B<a
Ta con dinh nghia
Lyvu={x e X :u(x)>a}, aecl0,1).
Ky hiéu F(X) la khong gian cac tap mo v : X — [0,1] thoa méan
(1) u 1a chuan tic, nghia la, tap 1-mic Liu khac réng,
(2) v la nita lién tuc trén, nghia la, v6i moéi « € (0,1], tap a-mic Lyu la tap con
déng cua X.

Trén F(X), ta trang bi cac phép toan sau

(u+wv)(z) = sup min{u(y),v(2)},
Y+z=x

~f u(Zlz) néu X #£0,
(Aw) () _{ Ty(z) néu A =0,

trong d6 u,v € F(X), A € R. Khi d6, v6i méi « € (0, 1],

Lo(u+v) =cl{Ly(u) + Lo(v)} va Lo(Au) = ALq (1),
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Bao 107 déng cou clia u € F(X) duge dinh nghia nhu sau
cou(x) =sup{a € (0,1] : z € co(Lyu)} -
Khi dé,
Lo (Cou) = ¢o(Lyu) v6i moi a € (0, 1]. (2.1.2)

2.1.3 Dinh nghia. ([44, 45, 62]) Anh xa F : Q — F(X) dugc goi la mot bién

ngau nhién mo néu

{(w,z) 2 € Lo(F(w))} € A x By,

v6i moi « € (0,1].

Trong [5], J. Ban da chi ra ring F 1a bién ngau nhién ma thi L, F 13 bién ngau

nhién da tri, v6i moi a € (0, 1].

2.1.4 Dinh nghia. K9 vong ciia bién ngau nhién mo F, ky hieu EF, 1a mot tap

mo trén X thoa man
Lo (EF) =E (Lo F) (2.1.3)

véi moi « € (0,1] (vé sy ton tai va duy nhat ciia ky vong bién ngau nhién md, ta

tham khao M. L. Puri va D. A. Ralescu [62], H. Inoue [44]).

R6 rang, hai tap mdo bang nhau néu tat cd cac tap a-mic clia ching tuong
ing bang nhau v6i moi a € (0,1]. T day suy ra mdi tap con dong ctiia X déu co
thé xem 1a mot tap md bdi sy thiét 1lap dnh xa j : ¢(X) = F(X) v6i j(A) =14. Vi
vay, cac két qua cho cac bién ngau nhien ma 1a su téng quat cho céc bién ngau

nhién da tri.

2.2. Pinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu déi véi phan
t& ngau nhién nhan gii tri trén khéng gian Banach thuc,
kha ly

2.2.1 Bo dé. Gid st 11, Ty, ..., Ty la cic phép bién doi bio toan do do va f la

mot bién ngau nhién thuoc L. Khi d6, ho {An, . n,f :m1 > 1,...,ng > 1} la kha
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tich deu, trong doé

711—1 nd—l

Anl,...,ndf = - 1 Y Z . Z f(Tlll N Téd)

41=0 iq=0

Ching minh. Dat fT = max{f,0} va f~ = max{—f,0}. Do f = f* — f~ nén ta
chi can xét cho f khong am. C6 dinh € > 0 bat k¥, tit f € L!, ta suy ra ton tai
K. > 0 sao cho

E (fH(f>KE)) <

Dat g. = f —min{f, K:}. Ta ¢6 g. > 0 va g = (f — Kc)[(y>x.). Do do,

MI(T)

lgelli =E ((f = K)(ssx) <E(fIpak) <

NJIW)

T K. > min{f, K.}, ta suy ra A,, ., f — K- < Ap, . n.9e- Ké hop diéu nay

VOl Ay, onage > 0, ta cod (Ap,  n.f — K )t < Ap, .. nage- V1 vay,

g
E (Anl,...,nd.f - K5)+ < E(Anl,...,ndgs) =Eg. < 5

Tiép tuc, do Ap, .. nuf < (Any.naf — Ko)© 4 K., nén v6i moi B € A,

AnyoonafIp < (Ao f — KT + Kp

< (Anl,...,ndf - KE)+ + KSHB‘

E(Any..nafIB) <E(Ap,. nuf — K)© + K.P(B)

<§+mwwy

Bay gio ta chon 6 > 0 sao cho § < Khi d6, v6i moi B € A thoa

£
2KE '
méan P(B) < 4, chung ta thu duge E (A, »,fIp) < . Két hop diéu nay véi
E(An,.. n.f) = Ef < 0o v6i moi s6 nguyén duong ni,ng, ..., ng, ta suy ra rang

{An,,..naf :n1>1,...,ng > 1} la kha tich deu. U

Trong [21], N. Dunford chiing minh dinh 1§ ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu

cho truong hop thue, trong dé gidi han 1a mot ham kha tich. Két qua nay sau
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d6 duge N. Dunford, J. T. Schwartz [22] va N. A. Fava [27] mé rong cho trudng
hop cac toan tit co. Trong phan tiép theo, ching toi thiét 1ap dinh 1y ergodic
Birkhoff dang nhiéu chiéu cho trusng hop phan tit ngau nhién nhan gia tri trén
khong gian Banach thic, kha ly. Két qua nay chi ra ring ham gi6i han 13 ky vong
c6 diéu kien tng véi o-dai s6 cac tap bat bién. Day chinh 1a chia khéa dé ching

minh dinh 1§ ergodic Birkhoff da tri dang hai chiéu.

2.2.2 Dinh ly. Gid st Ty, T5, ..., Ty la cdc phép bién doi giao hodn, bdo toan do
dammmn@m%nmmwmme@mMEQw@@wmﬁﬁ<mwm

Ap,...naf = E(f|Z) h.c.c. khi np;, — oo
d £
trong do I = (| Zr,. Hon nia, neu Ty la ergodic vdi s nao do thuoc {1,2,...,d},
i=1

thi E(f|IZ) =Ef h.c.c.

Chatng minh. Dau tién, ching ta sé chitng minh dinh 1y cho truong hop f nhan

gia tri thue. V6i moi w € Q, ta co

ni—1 Nag—1—1ng—2
Ao f (W) = — Z SOOI TETw))
11=0 tqg—1=0 14=0
ni—1 ng-1—1
Y e Y AT T (W)
21:0 ’L'd71:0
n 1 ni—1 ng-1—1ng—2
d— 7 7
= T1 TdT
oty S S S i
11 0 Zd 1= Old 0
1 ny— 1 Nnd—1— 1
— Tu Zd 1
LSS
11=0 1q—1=0
ng — 1
= d Anl,...,nd_1,nd—lf(Td<w))+_Anl,-.-7nd—1f(w)‘ (221)
nyg nq

Dua trén két qua ctia N. A. Fava [27, He qua, tr. 281] (hodc c6 thé tham khao
trong [49, Dinh 1y 1.1, tr. 196]), ton tai cac tap A;,i = 1,2 véi xac suat 1 sao cho

Ay naf (W) = f(w) khi Dy, — 0o v6i moi w € A4 (2.2.2)
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Apyoma f(W) = f1(w) khi iy, — 00 v6i moi w € Ay, (2.2.3)

trong dé f va fi la cac bién ngau nhién. Theo Bo6 dé 2.2.1, f va f; thudc vao L.

Do T, la phép bién ddi bao toan do do nén P(T;'(A;)) = P(A;). Dat
As = T; (A1), ta c6 P(A3) = 1. Tiép tuc, dat B = (3] A;, ching ta c6 P(B) = 1.
Vi vay, trong cong thiic (2.2.1), v6i moi w € B, cho ;1;;1 — 00, chung ta thu duge
f(w) = f(Ty(w)). Diéu nay tuong duong véi f = fo Ty h.c.c., va do d6 f 1a Zr,-do
dugc.

Duya trén tinh giao hoan ctia cac phép bién déi T1,T5,..., Ty, ta suy ra ham
gi6i han f 1a bién ngau nhién Zr,-do dugce v6i moi i = 1,...,d. Tu do, f 1a Z-do
dugc.

C6 dinh A bat ky thuoc Z. V6i moi i = 1,...,d, do I 4 1a Zp-do duge nén T4 1a

Ti-bat bién. Diéu nay dan t6i

T i ,
E((Am?.“,ndf)]lA) =FE ((nl Y Z . Z f(Tlll B .Téd) ]IA
i1=0 1q=0
ni—1 nqg—1
! i1 iq
- <n1,__nd ;"';(ﬂfx)(ﬂ LTS ))
— ) (2.2.4)

Két hop (2.2.2) véi dang thitc Ay, o, (f14)(w) = (Any. o f (W) a(w) v6i moi
w € Q, ta thu duge rang mang cac bién ngau nhien {A,, ., (fI4) :n1 > 1,...,ng > 1}
hoi tu h.c.c. t6i bién ngau nhien fI4 khi nyi, — co. Theo Bo dé 2.2.1, mang céc
bién ngau nhién {A,, _n,(fIa) :n1 > 1,...,n4 > 1} 12 kha tich déu. Két hgp diéu
nay vdi (2.2.4), ta c6 E(fl4) = E(fI4). Vi vay, f = E(f|Z). Nhu vay, dinh ly duge
chiing minh cho truong hgp f nhan gia tri thuec.

Phan tiép theo, chiing t6i chiing minh dinh 1y cho truong hop f nhan gia tri
trén khong gian Banach thuyc, kha ly. V6i moi x € X va moi B € A, 4p dung dinh
Iy ergodic Birkhoff cho bién ngdu nhién nhan gia tri thyc I (theo chitng minh

trén), ta c6
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[Any,...na(2lB) — E(zIB|T)[| = ||z (An,,...n 05 — E(Ip|T))||
- ||l’|| |A7’L1,...,nd]IB - ]E(]IB|I)|

— 0 h.c.c. khi n;, — oo.

Do d6, dinh 1y dugc chitng minh cho truong hop f 1a phan t ngau nhién don
gian.
V6i phan tit ngau nhién f bat ky va v6i moi diy cac phan tit ngdu nhién don

gian {hg : k> 1}, ta co

[Any,...;naf = E(fID (W) < 1An,..na(f = hi) | (@) + | Ans .. na P — E(Rg| Z) || (w)
+ |E(h|Z) — E(fIT)|| (w), voiw € Qvak >1. (2.2.5)

V6i mdi k c6 dinh, ap dung dinh 1y ergodic Birkhoff cho mdi phan tit ngau
nhién don gian hy, s6 hang thit hai & vé phai ctia bat dang thiic (2.2.5) hoi tu t6i

0 h.c.c. khi ny;, — oo. Do vay,

limsup || Any....nnf — BT < limsup [[ Ay, (F — )|

Nmin—00 Nmin—00
+ [E(hlT) = E(f1T)|| hc.c. (2.2.6)
Bé&i vi f € L1(X) nén ta c6 thé chon duge day {hs : k > 1} cac phan t& ngiu
nhién don gian thod man ||kl < 2|f|| h.c.c. v6i moi k > 1, hy — f h.c.c. khi
k — oo, v& 806 hang cudi & vé phai clia (2.2.6) hoi tu t6i 0 h.c.c. khi k& — oo.

Tiép theo, tir déng thiic ||g o T7|| = [|g]| o 7%, ta c6
[Any,na (F = i) | (W) < Anynall f = hill(w), vOlw € Qvak > 1.

V6i mdi k > 1, ap dung dinh 1y ergodic Birkhoff cho bién ngau nhién thuc,
ta suy ra Ap,  ngllf — hill hoi tu h.c.c. t6i bién ngau nhién g, khi ny,;, — oo sao
cho Eg;, = E||f — hi||. Diéu nay kéo theo diy cac bién ngau nhién {g; : k > 1} hoi
tu theo trung binh t6i 0, va do d6 né haoi tu theo xac suat t6i 0. T d6, ton tai
day con {gys) : s > 1} cta day {gx : k¥ > 1} sao cho {gy) : s > 1} hoi tu h.c.c.
t61 0. Vi vay, An, ..n.f —E(f|Z) — 0 h.c.c. khi nyi, — oco. Dinh ly duge ching
minh. 0
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2.3. Dinh ly ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu déi véi bién ngau
nhién da tri

Két qua sau day ve giai tich 16i duge F. Hiai nhac dén trong [41, tr. 624-625]
va duge chiing toi sit dung trong kj thuat 16i hoa. Sau day ching toi dua ra mot
chiing minh chi tiét.

2.3.1 Bo dé. Gid sit A la mot tap con khdc rong ciia mot khong gian Banach.

Khi dé, vdi moi x € C0A va moi e > 0, ton tai x1,...,z, € A sao cho

k
E Ty — T
=1

. 2y X — N . N . 9
Chiing minh. V6i moi « € c0A va moi € > 0, ton tai y € coA sao cho ||z —y|| < 3"

< E.

| =

Khi do, ta c6 thé viét
m
y=> Ny,
j=1

m
trongd(’)/\jER,Og)\jgl,ijAVa Z/\j:1.
j=1
RO rang ta chi can xét cho m > 2. Dat M = max{||y;|| : 1 < j < m}. Do tinh
tri mat ctia tap Q trong tap R va do A; € [0,1] v6i moi j, nén v6i mdi s6 tu nhien

j<m—1, ton tai 3; € Q sao cho

0 <55 <Ay, (2.3.1)
£
m—1
bat 8, =1— > ;. T (2.3.1),
j=1
m—1 m—1
R SUELED
J=1 7=1
Ngoai ra, tir (2.3.2) ta c¢6
m—1
— B —rZ (N =Bl < Y I = Bjl
j=1
m—1
£ £
< —
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T d6, v6i mdi s6 tu nhién j < m,

m
£
B;eQ, 0< 53 <1, |)\j—5j|<2m—MVa .Elﬂi:L
1=

m
Tiép tuc, dat v’ = > Bjy;. Ta co

7=1
m m
ly =o'l = 1> = 8wl <> (1% = Bl
j=1 i=1
“ g g
< M= -
Z 2mM 2
7=1
< / , E €
va oz =yl <lle—yl+lly-yll<5+5=e
Mat khac,
V=) By = q—J_yj =) v trong dopj.qjk; eNk =3 ki
j=1 j=1 " j=1 =1

1
:%((yl+-~~+y1)+--~+(ym+~--+ym))
N s A v

Vv

k1 km,
Lt
=z ij, trong do6 z; € A.
j=1
B6 dé dugc ching minh. O

Duya vao bo dé trén, ta co két qua sau day.

2.3.2 Dinh ly. Gid st A la mot tap con khdc rong ciia mot khong gian Banach

va z* la mot phan ti trén khong gian doi ngau cia né. Khi do,
s(x*, A) = s(z*,CoA).

Chiing minh. Truée tién, do A C €0A nén s(z*, A) < s(x*,ToA).
Trong phan tiép theo, ta sé chiing minh s(z*,c0A) < s(z*, A). That vay, véi

moi € > 0, ton tai 2. € c0A sao cho

(x*,x.) > s(x™,C0A) —e.
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Do z. € oA va stt dung Bb dé 2.3.1, v6i moi ¢/ > 0, ton tai z1, zo, . ..

vao A (z1,x2,...,ZTm chi phu thude vao & va z.) sao cho

m
1 Z
m

=1

< €.

Khi dé,
1 — 1 —
=D ot = (o) = (@t Y i)
=1 =1
1 m
< |lz*| szi — 2.
=1
< |z’
Tir do,
m
1
_Z o a) = at]e < (2t ae) < =) (ot + a7 €
m =1
Diéu nay kéo theo
1 m
=) (@ @) + 27| > s(a*, @A) — .
m
=1

Vé6i moéi i € {1,2,...,m}, do z; € A nén (z*, z;) < s(z*, A). Do d6,
1 m
¥ C0A) —e < — * =
s(a",00A) ~ € m§;s<x A) + [l2*)|€" = s(a”, A) + [l "
1=

, Tm thuodc

Cho € va ¢ tién t6i 0, ta thu dugc s(z*,c0A) < s(a*, A). Tt d6, dinh 1y dugc chiing

minh.

O

Tiép dén, ching to6i chiing minh phan “liminf” ctia hoi tu Mosco cho dinh 1y

ergodic Birkhoff dang hai chiéu déi véi bién ngau nhién da tri. K§ thuat chiing

minh duge st dung sau day goi 1a ki thuat 16i hoa.

2.3.3 Ménh dé. Gia st F la mot bién ngau nhién da tri théa man

E(||F||log™ ||F||) < co. Gid st Ty, Ty la hai phép bién doi giao hodn sao cho vdi

moi i € {1,2} va moi s > 1, T? la ergodic. Khi do,

COEF C s- liminf —CIZZF TlTJ ) h.c.c.

mAn—oo Mn
=1 j=1
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Chiing minh. Véi moi z € CoRF va moi € > 0, theo B6 dé 2.3.1, ton tai fi,..., fi

thuoc St sao cho <e.

1 k

T Y E(fi) —=
i=1

Ta dinh nghia f;; € Sk, v6ii,j = 1,...,k nhu sau:

f“: fi-l—j—l néu i—l—jék’—i—l,
" fivjo1-k DU i+j>k+1

Khi do,

1 k 1 k k
D ITEED )T
=1

i=1 j=1

(2.3.3)

Tiép theo, ta dinh nghia mang hai chiéu cdc phan t ngdu nhién

{fij :1>1,5 > 1} nhu sau

f(s—l)k+i,(t—1)k+j( ) fZJ ( - k—’_ZTQ(t_l)k—’_j(w)) , 1,] € {17 .- '?k}a s, t > 1, we Q.

V6i moi m > 1,n > 1, ton tai cic s6 nguyén duong s, Pm, tn Va ¢, thda man

m = sk + pm, Sm 20, 1 <pp <k,

n=tpk+qn, tnh=>0, 1<q, <k
Nhan thay {p, : m > 1} v {g, : n > 1} bi chin bdi k va

lim s, =o00; lim ¢, = cc.

m—00 n—00
Hon ntta,
m n k’ k Sm t
1 smtn
E fzg g E 5 5 fllk—l—zrlk—i—J()
Smtn
=1 j=1 i=1 j=1 =1 r=1
Pm tn

Zzthfsmk—H (r— 1k—|—j( )

’L—j]. r=1

ZZ Zfz Dtk (@)

zl]l

Z Z fs7nk+z tnkﬂ )

=1 j=1

(2.3.6)
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Bay gio, ta sé chiing minh

Smtnzz ZZfl 1)k+i,(r— 1k‘+j ]{QZZEf”hCC

i=1 j=1 =1 r=1 i=1 j=1
khim An — oo. (2.3.7)

V6i moi s6 nguyén duong s > 1, moi phan tit ngdu nhién f € S} va moi phép bién
doi bao toan do do T, do

E (lf o T*|log™ [lf o T*) = E (Il fIl1og™ [I£]]) o T°)
E (|If1og™ I£1)
E

(IFog™ 1 F]l) < o0,

IA

nén v6i méi i,j = 1,...,k, ap dung Dinh 1y 2.2.2 cho hai phép bién doi bao toan
do do TF,T¥ va phan ti ngdu nhién f;; o 77, ta c6

Sm  ln Sm ln
1 1 I=1)k+i(r—1)k+j
. ZZf(l—l)k+i,(r—l)k+j(w) T szia (T1( e T2( : ﬂ) (w)
=1 =1 =1 =1
Sm  tn
1 i\ ( (k=1 ke r—1 :
s ;Zl (figoTl) (TH)HTy)) 0 TS (w)
—E (fij o Tf|Ik) o sz(w) h.c.c. khimAn — 0
2
(trong do6 Z;, = ﬂITik)
i=1
E (fij o T}) o T3 (w) h.c.c. khim An — oo
(theo tinh ergodic ctia T véi i nao do)
= E(fi;) h.c.c. khim An — . (2.3.8)
Ngoai ra,
. Sm . 1 1 Pm _1. ; t_”_ ; 1 l_q_n_l
AT T ) TR TG T Ty 389

Tir do, (2.3.7) ding.
Tiép theo, ta sé chiing minh

ZZ Zfsmk—i—zr 1’“‘] Zfl 1k+zt/€+] )_>0

1=1 j=1 r=1 =1 j= 1
h.C.C. khim An — oo. (2.3.10)
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V6i mdi m > 1 va mdi i, € {1,...,k}, ap dung Dinh ly 2.2.2 cho phép bién déi

béo toan do do 7§ va phan tit ngdu nhién f;; o 79+ thuoe L'(X), ta nhan dugc
1 & 1 &
ki —1)k+j
B 2 Frksito-ie ) = -3 f (T =) ()
r= r=

= % 2 (fig o TP ) (T5) " o T (w)

— B (fij o T"F|Zpy) o T3 (w) h.c.c. khin — oo
(theo Dinh 1y 2.2.2)

=E (fij o Ty"*") o Tj (w) h.c.c. khin — oo

(theo tinh ergodic ctia T5)

— E(f;;) hc.c. khin — cc. (2.3.11)
Do do,
+ Pm  k 1 tn
m_iln Zl Zl E Zl fsmk+i,(r_1)k+j(w) — 0 h.C.C. kh] m A n — o0.
=1 j= r=
Tuong tu,

m

k dn Sm
s 1 .
m—T:L E E 5_ E f(lfl)kJrz"tnkJrj(w) — 0 h.c.c. khim An — oc.
=1

i=1 j=1
T do, (2.3.10) duge ching minh.
Tiép tuc, ta ching to

Pm  QGn

1
— Z Z Fonkritubsj(@) = 0h.c.c. khim An — oo. (2.3.12)
i=1 j=1

Két hop (2.3.8), (2.3.9) va (2.3.11), chtng ta suy ra rang v6i mdi 4,5 € {1,...,k},

Sm tn
1 Smt 1
_fsmk+i,tnk+j ((JJ) = n ( Z Z flk+i,rk+j (w)

mn mn Smt
=1 =1

Sm—1 ty

=1 1
-2 T =1 Z Zflk—l—imk—i-j(w)

S
m =1 r=1

th—1 1 =
n—
Smtn tn —1 Z mek+Z’rk+] (OJ))

r=1

— %(Efij —1.Ef;; —0.Ef;;) =0h.c.c. khi m An— oc.
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Diéu nay dan téi (2.3.12).
Két hop (2.3.3), (2.3.6), (2.3.7), (2.3.10) va (2.3.12),

m n k
anzjfij(w) — %ZE]”Z h.c.c. khi m An — .

i=1 j=1 i=1

n m n

% SN i) € % > FET) he,

=1 j=1 =1 j=1

ta co
m n

k

1

- ; = J(

; 21&2]2 €s T}gﬂgl(}fo mnchZF TiTJ(w)) h.c.c.
1=

=1 j5=1

Theo Dinh 1y 1.3.1 va Nhan xét 1.4, ta thu dugce diéu phai chitng minh. O
Néu cac phép bién doi bao toan do do khong dudc gia thiét 1a ergodic, ching

toi thu duge két qua sau day.

2.3.4 Dinh 1y. Gid st T1,Ts, ..., Ty la cic phép bién doi giao hodn, bio toan do

do. Khi dé, néu F la bién ngau nhién da tri théa man E <||F|| (log™* ||F||)d_1) < 09,
thi

ni—1 ng—1
11 Zd
E(F|T)  s- liminf - clz Y F(T{ TR W) hecc,
21 =0 Zd =0
d
trong do I = () Ir,.
i=1
ny— 1 Ng— 1 .
Ching minh. Dat Ap, . n,F(w) = cl S Y F(T LT (w)), w e Q.
ny. 11=0 1q=0

Theo [74, B6 dé 2.2], ta c6 thé chon duoc day cac phan tit ngdu nhien {f; : k > 1}
thuoc Sk sao cho {E(fx|Z) : k > 1} 1a mot bicu dién Castaing ctia E(F|Z). V6i méi
k > 1, ap dung Dinh 1y 2.2.2 cho phan tit ngau nhién f;., ta dudc

lim Ay, nafr(w) =E(f]Z)(w) h.c.c.

Nmin—00

Tu do6, ton tai mot tap N € A c6 xac suat 0 sao cho véi moi w € Q\N,

E(fi|T)(w) € s- liminf A,  ,,F(w) véi moi k > 1.

Nmin—>00
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Hon nita, theo Dinh 1y 1.2.3 va Nhan xét 1.4, s- liminf A, ,,F(w) la tap dong.

Nmin—00

Tt d6, ta thu duge diéu phai chiing minh. O

Meénh dé sau day 1a phan “limsup” ctia hoi tu Mosco ctia dinh 1y ergodic

Birkhoff dang hai chiéu déi véi bién ngau nhién da tri.

2.3.5 Ménh dé. Gid st F la mot bién ngau nhién da tri théa man
E(||F||log™ ||F||) < oo va Ty, Ty la hai phép bién doi giao hodn, bio toan do do
sao cho T; la ergodic vdi i nao do thuoc {1,2}. Khi do,

w- lim sup —CIZ Z F TlTj ) C colEF h.c.c.

mAn—soo TN

i=1 j=1
Chitng minh. Dat Gy, (w) = —CIZ Z F(TIT](w)), m,n > 1, w € Q. V6i mbi
i=17j=
x* € B*, do
E (|s(z*, F(-) |log* |s (z*, F(-))|) <E (| F|log" | F]|) < o, (2.3.13)

nén theo Dinh 1y 2.2.2, ta c6

0 Gn) = = 338 (o F (1i7H(0)

=1 j=1
— s (2", C0EF) < 0o h.c.c. khim An — oo. (2.3.14)
Stt dung Dinh 1y 1.2.5 va Nhan xét 1.4, ta suy ra diéu phai chiing minh. 0

Sau day 1a dinh 1y ergodic Birkhoff dang hai chiéu d6i v6i bién ngau nhién da

tri theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman.

2.3.6 Dinh ly. Gid st F la mot bién ngau nhién da tri théa man
E (||F|log™ | F||) < oo. Gid st Ty, Ty la hai phép bién doi giao hodn sao cho Ty la
ergodic vot mot i € {1,2} va moi s > 1. Khi do

—CIZZF (TlTJ ) S @EF h.c.c. khim An — oo

=1 j5=1

theo cac loai hoi tu Mosco va Wijsman.



48

Chitng manh. TUu cac Ménh dé 2.3.3, 2.3.5 ta thu dugce két luan ctia dinh 1y cho
hoi tu Mosco.
Duya vao (2.3.14), cac Dinh ly 1.2.7, 1.3.3 va Nhan xét 1.4, ta nhan dugc két

luan cta dinh 1y cho hoi tu Wijsman. ]
2.4. Pinh 1y ergodic Birkhoff dang hai chiéu déi véi bién ngau
nhién mdo
Trong muc nay, st dung Dinh Iy 2.3.6, ching t6i thu dugce dinh 1y ergodic
Birkhoff cho bién ngau nhién md tng véi hoi tu Mosco.

2.4.1 Dinh ly. Gid st Ty, T> la hai phép bién doi giao hodn sao cho T? la ergodic
vdi moi i € {1,2} va moi s6 nguyén duong s. Khi dé, néu F : Q — F(X) la mot

bién ngau nhien mao théa man S} - #0, E (llel(Lo+F) || log™ [|el(Lo+ F)||) < oo va
Lo(€OEF) = cl(Ly+ (CORF)) vdi moia € [0,1]\ Q, (2.4.1)

tha
1 m
- - J — oEFE
mAl}lrgoom g_ E_ (TlT ) colEF h.c.c.,

nghia la, ton tai mot tap N € A ¢6 zdc suat 0 sao cho
1 m n
IR — o (i — ok F
M- lim L, (mn SN F (T1T2 (w))) = L, (OEF)
i=1 j=1

vdi mot a € (0,1] va moi w € 2\ N.

n
S F(TIT) (w)), w € Q. V6i méi a € (0,1] ¢b
1j5=1

Ms

Ching minh. Dat émn( =
dinh, do

1
mn

7

E (| LaF | log™ | LaFl) < E (llcl(Lo+ F)| log™ [[cl(Lo+ F)|l) < oo

nén ap dung Dinh 1§ 2.3.6 cho bién ngau nhién da tri L,F, ta nhan dugc
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M- lim L,Gpp(w)=M- lim LClz:z:[/ozﬁ (Tng(w))

mAR—00 mAn—oo mn 4l L
— @E(LyF) h.c.c. (theo Dinh Iy 2.3.6)
— @ Lo(EF) h.c.c. (theo (2.1.3))
= Lo (cOEF) h.c.c. (theo (2.1.2)).

Két hgp diéu nay vdéi tinh dém dugc cta tap [0,1] N Q, ton tai tap N € A c6 xac

suat 0 sao cho

M- lim  L,Gpn(w) = Ly (COEF) , (2.4.2)

mAR—00
v6i moi r € [0,1] NQ va moi w € 2\ N.

C6 dinh w € Q\ N cho phan con lai ctia ching minh. Dé cho gon, ta dat
Upn, = émn(w) (m,n>1) vau= @EF. Khi do, umn, m > 1,n > 1 va u la cac tap
md trén X.

V6i moi o € (0,1) \ Q. Béi vi tap [0,1] N @Q la tru mat trén tap [0, 1] nén ta c6
thé chon dugc day {r : k> 1}  [0,1] N Q sao cho r;  a khi k — oco. Khi dé,

o
Low = () Ly,w v6i moi tap md w. (2.4.3)
k=1

That vay, ro rang rang Low C L, w v6i moi k > 1. He qua 1a

Low C () Ly,w. (2.4.4)
k=1

Ngoai ra, véi moi z ¢ L,w, ton tai mot s6 ky € N sao cho w(x) < rp, < a. Diéu

[o.e]
nay kéo theo = ¢ Ly, w, va do d6 « ¢ [ Lyw. Két hop dieu nay véi (2.4.4) ta

k=1
thu dugc (2.4.3).
M3t khéac, theo (2.4.2),
w-limsup Lq (tmyn) C w- limsup Ly, (tmn) C Ly,u, v6i moi k > 1. (2.4.5)
mAn—00 mAN— 00
Két hop (2.4.3) va (2.4.5), ta c6
w- lim sup Lg (tmy) C ﬂ Ly, u = Lqu. (2.4.6)

m/An—o00 k1
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Tiép theo, gia st {s; : k > 1} C [0,1]NQ théa man s;, \, a khi k — co. Khi do,
ta nhan thay rang L, u C Lo+u v6i moi k > 1. Diéu nay dan t6i
o0
U Lgu C Lytu.
k=1
Ngugc lai, v6i moi x € Ly+u, ton tai mot s6 k1 € N sao cho a < s, < u(r). Khi
o0
do, x € Ly, u, va vivay z € |J Ls,u. Tt do,
k=1

o0
Lovu= U L, u.
k=1

Két hop diéu nay véi gid thiét (2.4.1), ta nhan dugc

Lou=cl (D Lsku> )
k=1

Lsu C s- iminf Lg, (upmy) C s- liminf Lo (tpy), V61 moi k > 1.
mAn— o0 mAn— o0

Hon nita, theo (2.4.2),

Diéu nay cung véi tinh déng ciia tap s- liminf L (um,) kéo theo
mAN— oo

Lou C s- liminf Lo (tmn)- (2.4.7)

mAn—o00

Tu (2.4.6) va (2.4.7), ta két luan rang

M- lim Ly(umpn) = Lou.

m/An— 00

Dinh 1y dugc chiing minh. 0
Hai vi du sau day chi ra ring tat ca cac gia thiét ctia Dinh 1y 2.4.1 déu thoa
man.

2.4.2 Vidu. Cho X =R v a < b v6i a,b € R. Gia stt rang u : R — [0, 1] 14 mot
tap md trén R thoa man u la ham tang ngat trén doan [a,b], u(z) = 0 v6i moi

z € (—o0,a) U (b, +00) va u(b) = 1. Chang han,

{xa néu 1w € [a,b),

b—a

i) = 0 néu € (—oo,a) U (b, +00).
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Khi d6, v6i moi a € (0,1),

Lou = {z | u(z) > a} = [u™"(a),]

Loru = {z | u(z) > a} = (u " (a),b].

Tu d6, Lou = cl(Ly+u) v6i moi a € (0,1). Ta dinh nghia bién ngdu nhién mo
F:Q = FR) béi F(w) = u véi moi w € Q. Khi d6, F thda man tat ci cac gia
thiét ctia Dinh 1y 2.4.1.

2.4.3 Vi du. Cho X =R. Tap mo u: R — [0, 1] dugc dinh nghia bdi

(0 néu xz <0,
) 1
2z neu 0<zr < -,
u(z) = < ) 2
2(1 —z) néu §<av<17
L 0 néu z > 1.

Véi moi a € (0,1), ta co

Lou={z|u(z) > a} = [%’1_%]

Loru=A{x|u(z) > a} = (%,1—%).

Do d6, Lou = cl(Ly+u) v6i moi o € (0,1). Vi vay, F thoa méan tat ci cac gia
thiét ctia Dinh 1y 2.4.1, trong dé bién ngdu nhien mo F : Q — F(R) dugc xac

dinh béi F(w) = u v6i moi w € Q.
Vi du tiép theo ching t6 rang trong Dinh ly 2.4.1, diéu kien (2.4.1) khong
dudc suy ra tit cac diéu kien con lai.

2.4.4 Vi du. Cho X = R. Ta dinh nghia tap mo «: R — [0, 1] nhu sau

(0 néu

r <0,
) 1
22z néu ogxgz,
2 .1 3
u(z) = < \/7_ neu §<x<1,
(4 —2v2)z — 3+ 2v2 néu TSr<l,
L 0 néu z > 1.
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Tiép tuc, bién ngdu nhién md F duge dinh nghia béi F(w) = v véi moi w € Q.
) 2
Vé6i a = g, ta co
1
Lou={z|u(x) >a}= [1’ 1}
La+u:{x|u >a}—(a]
X N -, 2 P \/_ 2
Diéu nay ching t6 Lou # cl(Ly+u) v6i a = ——. Do d6, diéu kien (2.4.1) cia

(NN

Dinh 1y 2.4.1 khong théa man. C6 thé kiém tra, duoc rang cac dieu kién khac déu

théa man. Do d6, diéu kién (2.4.1) khong dugce suy ra tir cac diéu kieén con lai.

Két luan ctia Chuong 2

Trong chuong nay, luan an da gidi quyét duge nhiing van dé sau:

- Thiét 1ap dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu trén khong gian Banach
thie, kha ly.

- Thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff dang hai chiéu cho bién ngau nhién da tri
va cho bién ngau nhién ma.

- Thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff da tri dang nhiéu chiéu déi vé6i truong hop
phép bién doi bao toan do do khong dudc gia thiét 1a ergodic.

- Dua ra mot s6 vi du minh hoa két qua chinh ctia chuong.
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CHUONG 3

LUAT SO LON pOI VOI MANG HAI CHIEU
CAC BIEN NGAU NHIEN DA TRI

Trong chuong nay, ching toi thiét 1ap mot s6 luat s6 16n déi véi mang hai
chiéu cac bién ngau nhién da tri theo cac loai hoi tu Mosco, Wijsman. Céc két

qué chinh ctia chuong duge viét dua trén céc bai béo [13] va [14].
3.1. Mot s6 két qua bd trg

Trong [41, tr. 623], F. Hiai da dua ra mot vi du chiing t6 rang EF # E(F, Ar),

v6i F 13 mot bién ngau nhién da tri. Tuy nhién, ta c6 két qua sau

3.1.1 Bo dé. ([35], [36], [41, B6 dé 3.1]) Vdi moi bién ngau nhién da trj kha
tich F,
R F — GE(F, Ap).

Dua trén phéat biéu va chiing minh ctia [41, Bo dé 3.1(2)], ta c6 két qua sau

day.

3.1.2 Bo de. ([41])) Gid s Iy, Fy la hai bién ngau nhién da tri khd tich cung
phan phoi. Vi moi f1 € S, (Ar,), ton tai ham (B.x), Bx)-do dugc ¢ : ¢(X) = X
théa man fi = o(F1). Hon nita, néu dat fy = o(F2) th f2 € S, (Ap,).

3.1.3 Bd dé. Gid si {Fp : n € N4 la mot mdng cdc bién ngau nhién da tri
2-hodn doi duge va ¢1 : «(X) — X (tuong ing, oz : (%) — R) la mot ham
(Bex), Bx)-do dugc (tuong ing, (B x),Br)-do dugc). Khi do, {¢1(Fn) : 1 € N7}
(tuong ting, {w2(Fy) : € N} la mot mdng cdc phan i ngdu nhién (tuong 1ing,

bién ngau nhién) 2-hodn doi dugc.
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Chitng manh. Ta chi can chiing minh cho truong hop ham ;. Truong hop ham
9 ta chiing minh hoan toan tuong tu.
Vi {F, : n € N4} 13 mang cac bién ngiu nhién da tri 2-hoédn doi dudc, nén véi

moi i # j thude vao N? va cac tap con Borel {By, By} bat k¥ thudc vao By,

P (gol(Fi) € Bl,(pl(Ei) € Bg) =P (Fi e (pl_l(Bl),Fji € (,01_1(32))
=P (1 €y (B). F2 € 7' (B2))
(dO 901_1<BZ) € Bc(%)a =1, 2)

=P (p1(F1) € Bi,p1(F2) € Bs).
Tit d6, {¢1(Fa) : n € N} 13 mang cic phan tit ngdu nhién 2-hoén doi duge. [

Tiép theo, chiing t6i dua ra mot bd dé quan trong va la chia khoa dé thiét lap
luat s6 16n doéi v6i mang hai chiéu cac bién ngau nhién da tri Gng véi su hoi tu

khi m VvV n — oo.

3.1.4 Bo de. Gid s {zij i >1,j > 1} la mot mang hai chiéu cdc phan ti trén

khong gian Banach. Néu ba dieu kién sau day duoc théa man

NPT 1 ,
(i) vdi moim >1, — g Tmj — x khi n — oo,
n
J=1
1 m
(i1) vdi moin > 1, — g Tin — x khi m — oo,
m
i=1

ety |
(fm)%Zin]‘%x khi m An — oo,
i=1 j=1
thi
SYY
—_ zi; — x khi mVn — oo,
TS =

Chitng minh. V6i moi € > 0, tit (444), ton tai ng € N sao cho

m n

TOWNIE

i=1 j=1

< € v6i moi m > ng,n > ng. (3.1.1)
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Tu (i), v6i mdi [ = 1,2,...,ng (hang thi I), ton tai r; € N sao cho véi moi r > 7,

1 T

- ;— ) 1.2

Tz;xl] r|| <e (3.1.2)
]:

T (i), v6i mdi s = 1,2,...,ng (cot thit s), ton tai ks € N sao cho v6i moi k > ks,

k
1
EinS—x <e. (3.1.3)
i—1
Dit N = max{no, 71,72, ...,7ny, k1, k2, . .., kny }. Ta s& chiing t6 rang néu mvn > N

thi

n

m
1
o 2 2T~
mn

i=1 j

=1

<e. (3.1.4)

That vay, ta c6 cac truong hop sau:

1. Néu m > N,n < np thi 4p dung (3.1.3),

m n n m
TIPS DICIBIEE
Tij —x|| = ||= — ) w—x
mn Y n m Y
i=1 j=1 j=1 " i=1
n
1 1
< - — g Tij — @
n m
j=1 i=1

2. Néu m > N,n > ng hodc m > ng,n > N thi két luan (3.1.4) dugc suy ra
ngay tir (3.1.1).
3. Néu m < ng,n > N thi bang cach st dung cac lap luan nhu trong chiing

minh cho truong hop thtt nhat va 4p dung (3.1.2),

1 m n
o 22 2

i=1 j=1

A
3=
]z
[©)
I

B6 dé dugc chiing minh xong. O
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Ap dung B6 dé 3.1.4, ching t6i chitng minh dang hai chi s6 ctia dinh 1§ Stolz.

3.1.5 Bo dé. Gid su {25 :1> 1,7 > 1} la mot mdng cdc phan tii trén khong gian
Banach. Néu

lim Tij =T
1Vj—00

m n

) 1

lim — E E Tijj = X.
mVn—oo Tn

i=1 j=1

thi

Chiing minh. Khong mat tinh tong quat, ta co thé gia st = 0 vi néu ngugc lai
ta xét mang {x;] :i>1,7 > 1} trong do x;j = z;j — .
Theo gid thiét ta suy ra rang v6i mdi m > 1, lim z,; = 0. Tu d6, ap dung
J_>OO
dinh 1y Stolz cho trudng hgp day,

n

1

lim D ;= 0. (3.1.5)
j=1
Tuong tu, v6i moi n > 1,
1 m
n}i_r)nooazxm = 0. (3.1.6)
1=

Theo gia thiét, v6i moi € > 0, ton tai s6 tu nhién N sao cho ||z;;]| < ¢ v6i moi

i, jmaiVj>N.VéimAn>N,taco

1 m n N N
TR B h 3y ars

i=1 j=1 i=1 j=1

1
mn

<

n N

1 EE YD WD S B

i=1 j=1 i=N+1 j=1 i=1 j=N+1

N N
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Cho m A n — oo ta thu dudgce

m n

NS

i=1 j=1

lim sup
mAn—00

<e.

Do diéu nay ding véi moi € > 0 nén
1 m n
B D 2 =0 @.17)
i=1 j=

Tit (3.1.5), (3.1.6), (3.1.7) va B6 dé 3.1.4, ta thu dugce diéu phai chiing minh.[]

3.2. Luat s6 16n déi v6i mang hai chiéu cac bién ngiu nhién
da tri

Nam 1981, Z. Artstein va S. Hart [2, Dinh 1y 3.2] da ching minh luat sb
16n theo hoi tu Mosco cho diy cac bién ngiu nhién da tri doc lap ciing phan
phoi, nhan gia tri trén khong gian cic tap con dong ciia khong gian hitu han
chiéu R™. Sau d6, vao nam 1985, F. Hiai md rong két qua trén cho khong gian
Banach kha ly (xem [41, Dinh ly 3.2]). Cang trong nam d6, C. Hess [38] doc
lap ching minh két qua tuong tu ctia F. Hiai cho truong hop cac bién ngau
nhién doc lap doi mot cung phan phéi. Mai dén nam 1999, luat sb6 16n cho
day cac bién ngiu nhién da tri nhan gia tri trén khong gian cac tap con dong
ciia khong gian Banach kha ly theo topd Wijsman méi duge ching minh bdi
C. Hess (xem [39]). Dinh ly sau day md rong cac két qué ctia C. Hess [38, 39] va

ctia F. Hiai [41] tut truong hop day sang truong hgp mang hai chi so.

3.2.1 Dinh ly. Néu {F;; : i > 1,j > 1} la mot mdng hai chiéu cic bién ngau

nhién da tri doc lap doi mot cing phan phoi sao cho g, # 0 va néu
E(||Fi1]| log™ || F11]|) < o0, (3.2.1)
thi ta thu dugc ludt s6 lén theo cdc logi hoi tu Mosco va Wijsman

1 m n »
%CIZZFU(W) — COEF11 h.c.c. khi mV n — co.

i=1 j=1



o8

. 1 mon . . N
Chitng minh. Ta dat Gpn(w) = —cl ) > Fij(w) véimoim >1,n>1, w € Q va

dat X = coEF;.
Dau tien, ta ching minh X C s- liminf Gy, (w) h.c.c.
mVn—oo

V6i mdi © € X va mdi ¢ > 0, 4p dung Bo dé 3.1.1 va Bo dé 2.3.1, ton tai
fj € 8]1:11(./451), 1 < j <k sao cho

k
1
j=1

Tt B6 dé 3.1.2, ton tai fij € Sﬁj(AFij)a 1<i<k 1<j<ksaocho

<e. (3.2.2)

Efirio1 mnéu i+j<k+1
Efi; = I ) ’ 2.
fj { Efi—i—j—l—k: neu t+75>k+1. (3 3)

Dit v = Ef;,1 <j < kvaay=Ef;,1 <i<k1<j<k C6the kiém tra

dugce rang

1 o 1 o

sz = EZZ% (3.2.4)
1=1 =1 j=1

Lt k

szl ka” v6i moi j=1,2,....k, (3.2.5)
i=1

1 & 1

Ezlxizgzlxij véimoi i =1,2,...,k. (3.2.6)
1= j=

St dung Bo dé 3.1.2, ton tai mang hai chidu cdc phan ti ngAu nhién
{fij + i > 1,7 > 1} théa man f;; € S;ij(AFij) v6i moi ¢ > 1,57 > 1 va
{fls=Dkit-1)ktj * 8 = Lt > 1} 1a mang céc phan t ngau nhién ctiing phan

phoi, v6i méii=1,2,....,kvaméi j =1,2,..., k.
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Néum=(s—1Dk+pn=(t—1k+qgtrong d61<p<k,1<q<k, thi

m n k m n kK
%ZZ@- — %Z = %sz(w) - %ZZ% (theo (3.2.4))
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
s t
= _;;(%Zg (I-1)k+i,(r— 1k+]( ) xij)

k k
%ZZ Z slk+zr1k+]()

i=p+1j=1 r=1

k k
=3 Z Z (1= 1)kt 1= 1 ()

=1 j:q+1 =1
k
1
— Z Z fs—Dkvi (t— 1)kt (@)
i=p+1 j=q+1
st 1 L
() 22
i=1 j=1
st k k 1 s t
S—nzz StZZfl 1k+zr1k+j( ) Tij
i=1 j=1 =1 r=1
" k k 1 t
m— Z Z ths 1 k+i,(r— 1k+j< )
i=p+1 j=1 || r=1
s k k s
—f—m—zz fllk+zt1k+]()
1=1 j=q+1 =1
k k
Z Z | (5= 1)t =15 (@) |
z p+1 j=q+1
st 1 U
i (% _ ﬁ) DI (3.2.7)
i=1 j=1

Tiép theo, ta s& ude lugng cac s6 hang trong (3.2.7).

Do {Fj; : i > 1,7 > 1} la mang cac bién ngau nhién da tri doc lap doi mot
va fij 1a Ap;-do duge v6i moi i,j > 1 nén {fs_i)jprig—1)ksj © 5 = Lt > 1} 1a
mang cidc phan ti ngiu nhién doc lap doi mot, véi méi 4,5 € {1,2,...,k}. Két
hgp diéu nay véi gid thiét (3.2.1), ta suy ra ring véi moéi 4,5 € {1,2,...,k},

{f(s—1)kti(t—1)k+j : s = 1,6 > 1} l]a mang hai chiéu cac phan tit ngau nhién doc lap
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doi mot cing phan phdi, thuoc vao L1(X) va thda man
E(|l fijl1log™ | fisll) < E([[E5]l log™ [ Fyjll) < o0

Tu d6, a4p dung luat s6 16n Etemadi (xem [24]) cho mdi méng hai chi s6

{fls—Dhsiy(t—1)hj - 8 = Lt > 1}, 1 <i <k, 1 < j <k ta thu duge

s t
1 .
" Z Z fa=1)kti,(r—D)k+j (W) — zij|| = 0 h.c.c. khi sVt — oo. (3.2.8)
=1 r=1
Do do,
st k k 1 s t
— Z Z " Z Z Ja=1kti, 1)kt (W) — zij|| = 0 h.c.c. khim vV n — occ.
i=1 j=1 I=1 r=1

(3.2.9)

Nhan thay {fs—1)kti(r—1)k+j : 7 > 1} 1a day cac phan tit ngau nhién doc lap
doi mot cuing phan phéi, thudce vao L'(X) v6i mdi s > 1. Do do, sit dung luat s6
16n Etemadi (xem [24]),

t

1 .
n Z Js= Dkt (r—1)k+j (W) — mi5]| — 0 h.c.e. khi ¢ — oo. (3.2.10)
r=1
Tu do,
k
t 1
% Z Z szs 1)k+i,(r— 1k+]( )
i=p+1 j=1 r=1
" k k 1 t
S o 2 2§ 2 i) 7
1=pt+17J= r=

in Z i |zi;]] = 0 h.c.c. khi m An — . (3.2.11)
i=p+1 j=1
Lap luan tuong tu, ta thu duge
L
o 2

i=1 j=q+1

— 0h.cc. khimAn— 0. (3.2.12)

1 S
B Z fa=1)k+i(—1)k+5 (@)
-1



S 1 1 p .t 1 1 q .
D _ = = _ — —_ = - —_—
Om k. m mkvan k+n nk:nen
—1 —1 —Dt—-1 1
lim St li (s )t = (t ) = lim w = —.
mAn—oo ™Mn mAn—00 mn mAn—00 mn m/An—00 mn k2
(3.2.13)
DatS” szl ki, (r— k> V0L 4,5 € {1,2,...,k}, a,b € N va w € Q. Khi

I=1r=1
d6, theo (3.2.8) va (3.2.13),

1 i d
mn Z Z ||f(8—1)k+z',(t—1)k+j(w)H

1=p+1 j=q+1

k k
1 y y g
3 || - S ) = 8 ) + 51,

i=p+1j=q+1
= Sk (w) = S )+ 81y 1)
i=1 j=1
k k
_ st 1 1,J o S(t— 1) 1 g )
_ZZ (StSSt( )> mn (S(t—l)SSt 1( )
i=1 j=1
_ (S—l)t( 1 i\ )
mn ( ]_)tSS 1t( )
NCEIVR
mn (3—1)(t s 1t 1
d 1 1 1 1
- Z Z ‘ 12T~ p¥ii ~ i T ti|| = OkhimAn—oo. (3.2.14)
i=1 j=1

Hon nita, ti (3.2.13),
kook
et PRI

Két hop (3.2.7), (3.2.9), (3.2.11), (3.2.12), (3.2.14) va (3.2.15),

— 0 khi mAn— . (3.2.15)

k

1 &t 1
o 22 2 @) = gD

i=1 j=1 i=1

— 0 h.c.c. khi mAn— 0. (3.2.16)
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Tiép theo, v6i mdin = (t — Dk +j, 1<j<k,néum=(s—Dk+p, 1<p<k
thi

m m k
1 1 1 1
-~ Z_; fnlw) = 7 ; mil| == Z_} finlew) = Z_} zi;|| (theo (3.2.5))
S u o
- Z 3 fon—1)krin(w) — @i
=1 h=1
s k 1
= > e prin@)]
i=p+1

k

E .Iz‘j

i=1

()

V6i 1 < i <k, tit {f(s_1)ptin : s > 1} 1a mot day cdc phan tit ngau nhién doc

. (3.2.17)

lap doi mot cting phan phdi thude vao LY(X), mot 1an nita 4p dung luat s6 16n

Etemadi (xem [24]) cho cac day nay, ta c6

IS o prin(@) — @] > 0 heec. Khi s - o0, (3.2.18)
gyt
Diéu nay kéo theo
1 1 s s—1
g\|f(s—1)k+i,n(w)|| =3 ; foh—kin(W) — 2 fh—Dkvin (W)

1 s
- H S Z f=1yrin(@) — wij)
h=1
s—1 1 s—1 .
- S (8 1 hz_; f(h—l)k+i,n(w) - xij) + gxij

— 0 h.c.c. khi s — o0.

Diéu nay cling v6i (3.2.17) ddm bao rang

m k
=1

i=1

— 0 h.c.c. khi m — . (3.2.19)

Lap luan tuong tu, ta suy ra rang véi moi m > 1,

n k
%;MW%%Z%

i=1

— 0 h.c.c. khi n — oo. (3.2.20)
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Két hop (3.2.16), (3.2.19), (3.2.20) va B dé 3.1.4, ta suy ra

m n k
%szw(w)%%zxz h.c.c. khi mVvn — oc.

i=1 j=1 i=1
T do,

1
z le € s- liminf G, (w) h.c.c.

mVn—o00o

St dung Dinh 1y 1.3.1, ta ¢6

X C s- liminf Gpp(w) h.c.c. (3.2.21)

mVn— o0

Duya vao Dinh 1y 1.3.3,

limsup d(z, Gpn(w)) < d(z, X) v6imoi z € X, h.c.c. (3.2.22)

mVn—00

V6i moi z* € B*, béi vi anh xa A — s(a*, A) tit ¢(X) vao (—oo,00] la ham
B.x)-do dugc va E(s(z*, F11)) = s(z*, X) < oo, nén {s(z*, Fy;) :i > 1,j > 1} 1a mot
mang hai chiéu céc bién ngau nhién (gia tri thuc) doc lap do6i mot cung phan

phoi, thuoc vao L' va thoa man
E(|s(z*, Fi)|log™ [s(z*, Fu1)]) < E(||[Fu1lllog™ [ Fi1]]) < oo

T d6, st dung luat s6 16n Etemadi (xem [24]) cho cac mang hai chiéu nay, ta
thu duge

s(z*, G _mnzz z*, Fij(w

=1 j=1
— s(z*, X) < oo h.c.c. khimVvn— oo. (3.2.23)

Két hop (3.2.23) v6i Dinh 1y 1.2.5,

w- limsup Gppn(w) C X h.c.c. (3.2.24)

mVn—00
Do d6, luat s6 16n ting véi hoi tu Mosco duge suy ra tir (3.2.21) va (3.2.24).
Theo (3.2.23), (1.2.6) va Dinh Iy 1.2.7,

liminf d(z, Gpp(w)) > d(xz, X) véi moi z € X, h.c.c. (3.2.25)

mVn—oo

T (3.2.22) va (3.2.25), ta thu duge luat s6 16n cho hoi tu Wijsman.

Dinh 1§ dugc chitng minh hoan toan. U
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Dinh 1y sau thiét 1ap luat s6 16n cho mang hai chiéu cac bién ngau nhién da tri
doc lap, nhan gia tri trén khong gian cac tap dong cta khong gian Rademacher

dang p. Truong hgp day duge chiing minh béi F. Hiai [41, Dinh 1y 3.3].

3.2.2 Dinh ly. Gid st X la mot khong gian Rademacher dang p (p € [1,2]). Néu

{Fij 1> 1,7 > 1} la mdng hai chiéu cdc bién ngau nhién doc lap va théa man

(@) D) PELLE

=1 j=1

(b) ton tai tap X € c(X) sao cho

X C s- l'i/minf(cl(E(ﬂj,AFij))), (3.2.26)
1Vj—00

limsup s(z*, cl(EF;;)) < s(z*, X), v6i moi 2* € X7, (3.2.27)

1Vj—00

thi ta thu dugc ludt s6 lén theo cdc logi hoi tu Mosco va Wijsman

—chZFm ) —coX h.c.c. khi mVn — cc.

i=1 j=1
Ching minh. Dat Gp,(w) = —CIZ Z Fij(w) v6i méi m > 1, n > 1
i=1j=
va w € Q. V6i mdi 2 € X va mdi ¢ > 0, theo B6 dé 2.3.1, c6 thé chon dugc
1 k
x1,%9,...,2, € X sao cho EZI'Z—Z' <e.
i=1

Méng hai chi s6 {z;;: 1 <i <k, 1<j<k}C X duge dinh nghia bdi

- Titj—1 néu 1+ < k+1,
J Titj—1—k neu i+j7>k+1

Khi d6, ta thu duge céc cong thic nhu (3.2.4), (3.2.5) va (3.2.6).
Tt diéu kien (3.2.26), ton tai mang hai chiéu {f;; : i > 1,7 > 1} sao cho

ﬁjGSEAAEﬂVawﬁnﬁiszlﬂw.wh
HE( (s—1)k+i,(t— 1)k+g) zij|l = 0khi sVt — oo. (3.2.28)

Dat yi; = Efij, i > 1,5 > 1. Neum = (s — D)k +p,n = (t — 1)k + ¢ trong d6
1<p<k1<q<k, thi
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m n k m n k k
%ZZ fis —%Z = #sztij(w)—%zz zij|| (theo (3.2.4))
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

VAN
3 [~
\'M
\'M
-
&
E
<
N

=1 j=1
m n 1 k
o P59 SUIRES ) o2t
=1 j=1 =1 j=1
1 m n
< %ZZ(JCU(W) yzg)
i=1 j=1
st k k 1 s t
% 5 Z Hyl 1)k+i,(r—1)k+j 532]”

+
‘m
M*
M?T
O
I\Mm
?
??‘
i
L
E‘T‘
+
S

(3.2.29)

T gid thiét {F;; : i > 1,5 > 1} 1a mang hai chiéu cac bién ngdu nhién da tri
doc lap va tt f;; la phan ti ngdu nhién Ap,-do duge véi moi i,j > 1, ta suy ra
rang {fi; :i > 1,7 > 1} 1a mang hai chiéu céc phan tt ngdu nhién doc lap, thuoc

vao LP(X) va théa man

Efz P e E|| £y ||”
ZZ I JH 22 I ]H .
i=1 j=1 j

=1

Stt dung mot két qua ciia A. Rosalsky va L. V. Thanh ([67, Dinh 1y 3.1]), ta c¢6

mn ZZ fzy yzy

i=1 j=1

— 0 h.c.c. khi mVvn — oco. (3.2.30)

Theo (3.2.28) va Bo6 dé 3.1.5,

s t

1 .
o Z Z Y(1=1)k+i,(r—1)k4j — Tigll = 0 khi sVt — oo,

=1 r=1
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v6i moii,j =1,2,...,k Do do,
k st
st ZZ 1 Z :
% / — ||y(l—1)k+i,(7'—1)k+j - l’”H — 0 khl mV n — o0. (3231)

st
i=1 j=1 =1 r=1

Tir (3.2.28),
||y(s—1)k+i,(t—l)k+j — ZL’Z]H — 0 khi t — o0, v6l moi s > 1.

Diéu nay kéo theo

¢
1 .
n Z Y(s—1)k+i,(r—1)k4j — Tijll = 0 khi ¢ — oo,

r=1

k k t
% Z Z % N [Ty ——

k k t k N .
t 1 ; )
<im0 27 2 Wevwrio-vers — sl = 2p 2 272 el
i=p+1 j=1 r=1 i =1
" k k 1 t . . )
~mn Z s Z Y1) kti,(r—1)htj — Tigll + — Z Z ;]
i=p+1 j=1 r=1 i1 =
— 0 khim An — . (3.2.32)

Lap luan tuong tu, ta co

k k s
S 1 .
S oD e nkrinkesll = 0khim An — oo, (3.2.33)

mn
i=1 j=q+1  I=1
Tuong tu nhu trong ching minh Dinh 1y 3.2.1, ta nhan dugc két luan nhu

(3.2.15).
Két hop (3.2.29), (3.2.30), (3.2.31), (3.2.32), (3.2.33) va (3.2.15),

1 m n 1 k
%Zzzfij(w)—g;%

i=1 j=1

— 0 h.c.c. khi mAn — . (3.2.34)

Tiép theo, v6i méi n = (t — 1)k +j, 1 <j <k,

HE(f(sfl)kJri,n) — :L“Z]H — 0 khi s — o0, v6l moi i = 1,2,..., k.
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Néum=(s—1)k+p, 1 <p<kthi

1 — 1@ 1 & 1 @
—~ Z finlw) =+ Z =||=>" fulw) - £ wa (theo (3.2.5))
=1 =1 =1 =1
1 & 1
< E Z(fzn(w) yzn) + E Zym - Zl’w
=1 i=1 i=1
1 m S k 1 s
S Z(fm( ) = Yin)|| + - Z 3 1Yh—1)k+in — Tijl
i=1 i=1 "~ h=1
S 1 k
o~ Z syl + (2 = )1 il
Z p+1 =1
TU {fin : i > 1} 13 mot day cac phan tit ngdu nhién doc lap, thudc vao LP(X) va
> M < 00, ta co
=1
1 m
— > (fin(w) = gin)|| 0 hc.c. khi m — oo,
i=1
Tu do,

— 0 h.c.c. khi m — oc. (3.2.35)

1 m k
LS 13
i=1 i=1
Bang lap luan tuong tu, véi modi m > 1,
n k
1 1
g}?fﬁf “EEZ
j: :

Két hop (3.2.34), (3.2.35), (3.2.34) va B6 dé 3.1.4, ta suy ra

— 0 h.c.c. khi n — oo. (3.2.36)

m n k

1 1 .

. E fij(w) — P g x; h.c.c. khi mVn — oo.
i=1 j=1

=1
Tt do,

1
Z le € s- liminf Gp,(w) h.c.c.

m\Vn—o00

Stt dung Dinh 1y 1.3.1, ta c6

coX C s- liminf Gpyp(w) h.c.c. (3.2.37)

m\Vn—o0
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Duya vao Dinh 1y 1.3.3, ta nhan dugc

limsup d(z, Gy (w)) < d(x,¢0X) v6i moi z € X, h.c.c. (3.2.38)

mVn—oo
V6i moi z* € B*, lap luan tuong ty nhu ching minh cta Dinh 1y 3.2.1,
{s(z*, F;j) i > 1,5 > 1} la mang hai chiéu cac bién ngdu nhién (nhan gia tri

thuc) doc lap, thudc vao LP va

oo 00 E’S(J} ,Fz])|p o0 00 EH Zij

E E < E E o0
iy TGy

=1 j5=1 =1 j=1

2

Hon nita, dya tréen (3.2.26), (3.2.27) va Bo dé 3.1.1
E(s(z*, Fy;)) = s(a*, cl(EFy;)) — s(z*, X) khi iV j — oo,
T do,
s(z*, Gpun(w)) = s(z*, X) h.c.c. khimVn — oo. (3.2.39)
Két hop (3.2.39) vé6i Dinh 1y 1.2.5,

w- limsup Gp,n(w) C €0X h.c.c. (3.2.40)

mVn— o0

Do d6, luat s6 16n theo topdo Mosco duge suy ra tir (3.2.37) va (3.2.40).
Sit dung (3.2.39), (1.2.6) va Dinh Iy 1.2.7, ta c6

liminf d(z, Gpn(w)) > d(x,c0X) v6i moi x € X, h.c.c. (3.2.41)

m\Vn— o0

Tu (3.2.38) va (3.2.41), ta nhan dugc két luan cia dinh 1y tng véi topo
Wijsman. U

3.2.3 Chu y. Theo [41, tr.623], néu F;; € cce(X) h.c.c. v6i moi i > 1, j > 1 thi
cl(E(F;;, Ap,)) trong diéu kien (3.2.26) ctia Dinh 1y 3.2.2 ¢6 thé dugc thay thé
béi cl(EF;;). Mat khac, néu

) hm dH(X, Cl(E(E],AF”))) =0

1V J—00

thi cac diéu kién (3.2.26) va (3.2.27) déu duge thoéa man.



69

3.2.4 Hé qua. Gid st X la khong gian Rademacher dang p (p € [1,2]). Néu
{Fij :i>1,7 > 1} la mdng hai chiéu cic bién ngdu nhién da tri doc lap, nhan gid
tri trén cwk(X) sao cho

= E| Fy P
W 2.2 G <
p

i=1

(b) EF;; = X vdt moti > 1,5 > 1,

tha
1 m n

_ZZFZ’J‘(W)%X h.c.c. khi mV n — oo
mn < =

theo cac topo Mosco va Wijsman.

Chitng minh. Do bién ngau nhién da tri Fi; nhan gid tri tréen cwk(X) nén
X = EF; € cwk(X) (xem [16, Dinh 1y V.14]). Tt d6 X € ¢(X) va ta kiém
tra duge rang X thoa man cac diéu kien (3.2.26) va (3.2.27). St dung Dinh 1y
3.2.2 ta thu dugc diéu phai chiing minh. O

3.2.5 Nhan xét. He qua 3.2.4 1a mot md rong cac két qué cia F. Ezzaki ([26,
He qua 2.3]) va clia F. Hiai ([40, Dinh 1y 7]) cho trudng hgp mang hai chiéu.

Nam 1996, N. Etemadi va M. Kaminski [25] da ching minh luat s 16n ddi véi
mang cac bién ngdu nhién 2-hoan doi dudc cho céc trusng hop hai tu hau chic
chén va hoi tu theo trung binh. Sau d6, nam 1997, N. Etemadi [23] md rong Dinh
Iy 2 cia N. Etemadi vd M. Kaminski [25] d6i v6i mang cdc phan tit ngdu nhien
nhan gia tri trén khong gian Banach kha ly cho truong hop hoi tu hau chac chin.
Dé thu dudce sy md rong nay, N. Etemadi da st dung k§ thuat chiing minh nhu
ctia W. G. Padgett va R. L. Taylor trong [60, tr. 42-44]. Dé thiét lap luat s lon
cho mang hai chiéu cac bién ngdu nhién da tri 2-hoan doi duge, ching toi dua ra
mot s6 két qua sau day vé mang nhiéu chiéu cac phan tit ngdu nhién 2-hoan déi

duge. Cac két qua nay da hoan thieén sy md rong Dinh 1y 2 ctia N. Etemadi [25].
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3.2.6 Dinh ly. Gid st {f, : n € N} la mot mdang cdc phan ti ngau nhién 2-hodn
doi dugc, nhan gid tri trén X. Néu E(|| f1||(log™ || f1])4) < oo thi

n

1 )

H E fi— [ h.c.c. va trong L' khi npax — 0o,
i=1

trong do f la mot phan ti ngau nhién nao dé théa mdan Ef = Ef,.

Ching minh. Theo [23, Hé qua 1], ton tai phan tit ngdu nhién f théa man
ﬁ S fi = f hee.c. khi nyax — 0o

St dung [25, Dinh Iy 2] cho mang cic bién ngiu nhién 2-hodn déi dugc
{lIfill : i € N9}, ta suy ra rang mang cic bién ngau nhién {ﬁ Soo L fill :n e N9}
hoi tu hau chéac chan va trong L! t6i mot bién ngau nhién ¢ nao dé khi nyax — oo
sao cho

Eg =E|fi]l < 2+E(|f1](log® [ Al)T") < oo.

L ~ . 1 2 s N
Tu d6, mang cac bien ngau nhién {H S Ifill : e N} 1a kha tich déu,

N ~ . 1 - N 2 e
va do d6 mang cac phan ti ngau nhién {H S, fi:n € N} ciing 1a kha tich
déu. Hon nita, mang cac phan tt ngau nhién nay hoi tu hau chic chan t6i f khi
Nyax — 00, do vay né hoi tu trong L! t6i phan tif ngau nhién f khi npa. — co.

Vi vay,

Nmax—00

1 n
Ef= lim E— fi=Ef1.
&
Dinh 1y dugc chiitng minh. 0

Két hop Dinh 1y 3.2.6 vé6i [25, He qua 1], ching t6i thu duge két qua sau day

ma gidi han 13 tat dinh.

3.2.7 Dinh ly. Gid st {fy, : n € N} la mot mdng cdic phan ti ngau nhién
2-hodn doi duogc thuoc L2(X) va gid st khong gian doi ngau X* 1o khd ly (ting vdi

topo sinh bdi chuan trén X*). Néu Cov((z*, f1), (z*, f2)) = 0 vdi moi z* € X*, thi

n
1 .
m g fi—=Ef1 h.c.c. va trong L' khinp. — oo.
i=1



71

Chitng manh. Nhan thay ring ton tai mot hang s6 duong C sao cho
(log™ 2)! < Cx v6i moi z > 0.

Do d6, gia thiét f1 € LX) kéo theo E(| f]|(log™ [ f1])%1) < oo.
Tu d6, mang {fy : n € N} thoa man tat ca cac diéu kién ctia Dinh 1y 3.2.6.
Bang cach ap dung dinh Iy nay, ta thu dudc ﬁ Sy fi = f h.c.c. va trong L

khi npa.x — 00, véi f 1a mot phan tit ngadu nhién nao do6. Diéu nay dan téi

1 n
m Z(m*,fﬁ — (z*, f) h.c.c. vi trong L' khi ny., — oo,
i=1

v6i moi z* € X*.

Do fn € LX) nén véi moi z* € X*, ta c6 (2% fn) € L2 Do do,
{(z*, fu) : n € N%} 1a mang cac bién ngdu nhién 2-hoan doi dugc dén moment
bac 2. St dung [25, Hé qua 1], ta thu duge (z*, f) = E(z*, f1) h.c.c., va do d6
(x*, f —Ef1) =0 h.c.c. v61 moi z* € X*.

Do tinh kha ly ctia X*, ton tai day {z} : j > 1} trit mat trén X*. Do do, ton
tai tap N € A c¢6 do do 0 sao cho v6i moi w € Q\N,

(2, f(w) —Ef1) =0 véimoi j > 1.

C6 dinh w € Q\N. Dé tién theo doi, ta dit = = f(w) — Ef;. Gid st  # 0, khi
d6 ||z|| > 0. Theo dinh ly Hahn-Banach, ton tai 2* € X* sao cho (z*,z) # 0, va do
d6 |(z*, x)] > 0. Do tinh trit mat ctia tap {«} : j > 1}, v6i moi & > 0, ton tai so tu

nhién & sao cho [|z* — 27| < <

fell
Tit do,
(@, 2)] < I, ) — ()| + | (af, 2)]
= |{a* — o}, )|
< Jla* = o] < e.

Diéu nay mau thuan véi |(z*, z)| > 0, va do d6 = 0. Vi vay, ta c6 f = Ef; h.c.c.0

Khi nghién citu dé md rong Dinh 1y 3.2.6 cho mang hai chiéu céc bién ngau

nhién da tri, chiing toi thu dugc két qua sau.
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3.2.8 Dinh ly. Gid st rang {F;j : i > 1,j > 1} la mot mdng hai chiéu cdc bién
ngau nhién da tri 2-hodn doi duge sao cho Sy # 0 va E(||Fi1||log™ || Fi1]]) < oo.
m n

i=1j=1
(a) coEFy1 C cl(EF), trong dé F la bién ngau nhién da tri théa mdn

F(w) = s- liminf cl (SL(W)> h.c.c.

m/An— 00 mn

(b) Néu X la khong gian phdn za va sup ||Fpn(w)|| < oo h.c.c., thi

m,n>1

cl(EY) < ©coEFy;, trong do Y la bién ngau nhién da tri théa mdn
Y (w) = w- limsup cl (SLM) h.c.c.

mVn—o00 mn

Chitng minh. (a) V6i mdi z € coEFy; va mdi e > 0, ap dung cac Bo dé 3.1.1 va
2.3.1, ton tai f; € S}, (Ap,), 1 < j < k thoa man (3.2.2). Tit Bo dé 3.1.2, ta o
thé chon fij € S};ij(AFij), 1<i<k1<j<kthéa man (3.2.3).

Dat 2, = Efj,1 < j<kvaay; =Ef;,1<i<k1<j<k Tathu dugc ding
thite (3.2.4).

Theo B6 dé 3.1.2 va Bo dé 3.1.3, ton tai mang hai chiéu cac phan tit ngiu
nhién {f;; : ¢« > 1,j > 1} sao cho f;; € S}ij(.AFij) V6l moi ¢ > 1,57 > 1 va
{fis—1kti(t—1)k+j * s = 1,t > 1} la mang hai chiéu cac phan tit ngau nhién

2-hoan doi duge, véi moéii=1,2,....kvamdi j=1,2,.... k.

Véi mdi i > 1,5 > 1,
E(|l fislog® 1| fisll) < E([[E; ] log™ [ Fijll) = E(|[Fi1 ]l log™ [ Fia]l) < oo

Tt d6, v6i mdi i,j = 1,2,...,k, ap dung Dinh 1y 3.2.6 cho mang hai chiéu cac

phan tit ngau nhién U (s= 1)kt (t—1)k+j : 8 = 1,£ > 1}, ta nhan duge

s t
1
p” Z Z fa-1)k4i,(r— k45 (W) = gij(w) h.c.c. va trong L' khisVt— oo, (3.2.42)
=1 r=1

v6i gi; la mot phan tit ngau nhién nao d6 théa man Egi; = Efij = x5
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Néum=(s—1Dk+pn=(t—1k+qgtrong d61<p<k,1<q<k, thi

m.n ko k
1 1
‘%ZZ]CU(W) T2 ZZgw(w)
i=1 j=1 i=1 j=1
st P 1 S
S o Z; 2 <t lz; 2 Fa—1) ki, =Dk (W) — gij (W)
=1 j= =1 r=
PN
* mn Z Z sz(sfl)kJri,(rfl)kJrj(w)
i=p+1 j=1 =1
I =
o Z Z 3 Zf(l—l)k+i,(t—1)k+j(w>
i=1 j=g+1 I=1
Lk k
mn Z Z [ fis—1yrtise-1yre@)]]
i-p—l—lj—q—i—l
(- —) Zzgm (3.2.43)
=1 j=1
Theo (3.2.42) va Bo dé 3.1.5,
k k 1 s t
Z p Z Z fa-vrri -1k (W) — gij(w)|| =0 (3.2.44)
=1 j=1 =1 r=1

h.c.c. va trong L! khi m vV n — oo.
Do v6i moi s > 1, { f(s_1)kti,(r—1)k4j - 7 > 1} 1a mot day cac phan tit ngau nhién

2-hoan doi dudc, nén theo Dinh 1y 3.2.6, ta thu dudc

— 0 h.c.c. va trong L' khi t — oo.

t
1
7 Z f(s—l)k+z',(r—1)k:+j (w) — gij(w)
r=1

Do do,
t i 1
o, Z Z ;Zfs Dktiy (r—1)k4§ (W)
i=p+1 j=1 r=1
y L P
S% lel ;Zlfs 1)k+i,(r— 1)k+]( ) gij(w)
i=p+1 j= r=

k
= Z S flgis (@)

i=p+1 j=1
— 0 h.c.c. v trong L' khi m An — oo. (3.2.45)
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Tuong tu,
ko ok

2 2

i=1 j=q+1

1 S
B Z Fa—1)k+i(t—1)k+5 (@)

=1

=0 (3.2.46)

h.c.c. va trong L! khi m A n — oo.

Lap luan nhu (3.2.14), ta thu duge

k
1 .
oo S s trti—nrss@)]| = 0 khim An = oo. (3.2.47)

i=p+1 j=q+1

Hon nita, tu (3.2.13),

(e ) [ e

i=1 j=1
Két hop (3.2.43), (3.2.44), (3.2.45), (3.2.46), (3.2.47) va (3.2.48), ta suy ra

k k
b fii(w i w) h.c.c. va tron L' khim An — oo.
IO D WIERES ) ot :

Dieéu nay dan tdi két luan (a) ctia dinh 1.

— 0h.c.c. v trong L' khim An — oo, (3.2.48)

(b) Dat X = coEF};. Theo Bo dé 1.2.4, ton tai day {#5:j > 1} C S* sao cho
x € X khi va chi khi (27, ) < (27, X) v6i mol j > 1.
Tit B6 dé 3.1.3, ta suy ra rang véi moi j > 1, {s(z}, Fiu) : k > 1,1 > 1} la mang

hai chiéu céc bién ngdu nhién 2-hoan doi dude va théa méan
E(|s(z}, Fu)|log™ [s(z}, Fu1)]) < E([|Fulllog™ || Fia]) <

Vi vay, duya vao Dinh 1y 3.2.6, ton tai tap N € A c¢6 do do 0 sao cho véi moi
we QN vamoij>1,

n

v Smn 1 «
S<Ij’ w>:%ZZS%aFm w)) = Yj(w) khi mVn — oo,

k=1 I=1

trong d6 Y; 1a mot bién ngdu nhién nao d6 théa man

EY; = E(s(z}, F11)) = s(2}, X) < 00
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Theo [41, Dinh ly 2.2(2)], ton tai bién ngau nhién da tri Y thdéa méan

S . . s X . 2 z X
Y (w) = w- limsup ——(w) v6i moi w € Q\N. V6i f € S, ton tai mang cac phan
mn

mVn—oo
ti ngau nhién {f,s : r > 1,5 > 1} théa man f,s € Sls I VA frs(w) = f(w) khi
m(r)n(s)

rVs— oo. Tu do,

< = Yj(w), v6i moi j > 1.
rV§—00 rVs§—00

Sm(ryn(s) (W
<$;,f(w)> = lim <$§,frs(w)> < lim s (x;k’ %ﬂéi)))

Diéu nay kéo theo (23, Ef) = E(z, f) <EY; = s(23,X), j > 1, va do d6 Ef € X.

Vi vay, ta thu duge cl(EY) C X. 0

Vi du sau day sé ching t6 rang tinh 2-hoan déi dugce thuc st manh hon tinh
hoan doéi duge doi mot: “Mang {Fy : n € N%} duge goi 1a hodn doi duge doi mot
néu véi moi i,j € N% i # j vi moi By, By € Be(x),

P(Fy € By, Fj € By) =P(Fj € By, F; € Ba).”

3.2.9 Vi du. Gia st f 1a bién ngiu nhién xac dinh bdi

trong d6 a 1a mot s6 thie duong cho trude.
V6i mdi n € N vi mdi w € Q, dit

Fo(w)= {1/} néuin| ] mot s tu nhien 1¢,
U {—f(w)} néu tréi lai.

Khi d6, do f va —f cung phan phoi nén
P(f <z, —f <wg) =P(—22 < f < 1)
= P(—ajg <—f< :Ul)
= P(f < X2, —f < 231) v6i in xr1,T9 € R.
Diéu nay dan téi {f, —f} hoan doi dudc, va do d6 {Fy : n € N?} 1a mang cac bién
ngau nhién da tri hoan déi duge doi mot. Tuy nhien, vi
1
Pl eU ,fseU)=P(f< g) =P(f=-a)=5#0=P(f=0)=P(helU",f2€U")

trong do U = (—o0, g), nén {Fy, : n € N4} khong phai 14 mang 2-hoan doéi dugc.
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Két luan ctia Chuong 3

Trong chuong nay, luan an da gidi quyét duge nhitng van deé sau:

- Chitng minh mot diéu kién vé st hoi tu clia trung binh cong cic phan ti
thuoc m hang dau tién va n cot dau tién cia mang hai chiéu cac phan tit thuoc
vao mot khong gian Banach khi m V n — oo, dua trén sy hoi tu trén moi hang,
su hoi tu trén moi cot va sy hoi tu khi m A n — oc.

- Thiét lap luat s6 16n déi véi mang nhiéu chi s6 cac phan tit ngau nhién
2-hoan déi dudc, nhan gia tri trén khong gian Banach thyc, kha ly.

- Thiét 1ap céc luat s6 16n theo hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman cho mang hai
chi s6 cac bién ngau nhién da tri cho cac truong hop: doc lap doi mot cliing phan
phoi, hodic doc lap va nhan gia tri trén khong gian cac tap con déng ciia khong
gian Rademacher dang p, hoiic phu thuoc 2-hoan ddi duge.

- Dua ra vi duy minh hoa két qua chinh.
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CHUONG 4

LUAT SO LGN DOI VOI MANG TAM GIAC
CAC BIEN NGAU NHIEN DA TRI

Trong chuong nay, ching toi thiét 1lap mot s6 luat s6 16n déi véi mang tam
giac cac bién ngau nhieén da tri doc lap theo hang, nhan gia tri trén khong gian
cac tap con dong cia khong gian Rademacher dang p. Cac loai hoi tu duge xét
12 hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman. Céac két qua chinh ciia chuong duge viét dua
trén bai béo [63].

4.1. Dang dinh ly Stolz cho trudéng hdp mang tam giac
V6i {xn; :n >1,1<i<n} CR, ky hiéu

liminf z,; =sup inf xp,,
1—00 k>1 k<i<n

limsup x,; = inf sup xy;.
i—00 k=1 p<i<n

4.1.1 Pinh nghia. (a) Mang tam giac {z,; : n > 1,1 < i < n} C R dugc goi la

hoi tu tdi x € R khii — oo va ky hiéu 1a lim 2,; = x, néu
21— 00

liminf z,; = limsup x,,; = x.
1—00 i—00

(b)) Mang tam giac {zp; :n > 1,1 <i < n} C X dudc goi la hoi tu tor x € X khi

i — oo va ky hiéu 1a lim z,; = z, néu lim ||z,; — z|| = 0.
1—00 1—00

4.1.2 Nhan xét. Gia st {z,; : n > 1,1 <i<n} c X. C6 thé kiém tra dugc ring

lim x,,; = x khi va chi khi v6i moi € > 0, ton tai N € N sao cho
21— 00

|zni — || <&, v6i moii > N va moin > i.
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B6 dé sau day la dang dinh 1y Stolz cho truong hgp mang tam giac.

4.1.3 Bé dé. Gid st {zpi:n>1,1<i<n} la mot mdng tam gidc cic phan tu

trén mot khong gian Banach va théa man hai dieu kién:

(a) lim x,; =z,
1—>00

(b) ton tai hang so C > 0 sao cho ||z < C, vdi moin > 1,1 <i<n.
Khi do

n
1 .
- g Tpi — * khin — oo.
n

=1

Chiing minh. Khong mat tinh tong quat, ta co thé gia st = 0 vi néu ngugc lai
ta xét mang tam giac {2/, :n > 1,1 <i < n} trong dé6 =}, = zp; — .

Theo gid thiét (a), véi mdi ¢ > 0, ton tai ng € N sao cho ||z, < € véi moi
1> ng,n > 1.

V6i e néu trén, theo (b), néu n > ng thi

no n
1
< (2;+ > |xm-|>
1=

n

i=1 i=no+1
< + n—no,
n n
Cho n — oo, ta suy ra
. 1 ¢
hrrlnﬁsolip - ; Tnill < €.
Tiép tuc, cho € — 0, ta thu dude dieu phai ching minh. O

Trong truong hgp day, dinh 1y Stolz khang dinh ring néu lim z; = = thi
11— 00

lim — 3" 2; = x. D6i v6i truong hop méang hai chiéu, B6 dé 3.1.5 chi ra ring néu

1 22 L s ) .
lim z;; =2 thi lim — > > x;; = z. Nhan thay rang trong ca hai truong

hop trén, tiur gia thiét hoi tu ta suy ra cdc phan tit 1a bi chin. Tuy nhién, khi
xem xét cho truong hgp mang tam giac, ching ta can bo sung thém diéu kién
cac phan ti bi chan (diéu kién (b)). That vay, vi du sau day sé chi ra rang B6 dé

4.1.3 khong con dung néu diéu kien (b) khong duge thod man.



79

4.1.4 Vi du. Gia stt {z,; :n > 1,1 <4 < n} la mang tam giac cac s6 thyc duge

n? néu i=1,
Tpi = 1 2 .
" ~ néu i>2.
n

dinh nghia bdi

C6 thé kiém tra duge ring lim z,; = 0 va do d6 dicu kieén (a) dugc thoéa man.

1—00

Tuy nhién,

n
1 1, 9 n—1 n—1 .
EE xmzﬁ(n+ - y=n+ - — oo khin — 0.

4.2.Luat s6 16n déi véi mang tam gidc cac bién ngau nhién
da tri

Ta ndéi rang ho cac bién ngau nhién da tri {F; :i € I} ¢6 ky vong bi chan néu
ton tai hang s6 duong C sao cho |EF;|| < C véi moi i € 1.
Dinh 1y sau day 1a mot sy tuong tu két qua ctiia F. Hiai [41, Dinh 1y 3.3] cho

truong hgp mang tam giac.

4.2.1 Dinh ly. Gid su X la mot khong gian Rademacher dang p (p € (1,2]) va
{Fp :n>1,1<i<n} la mot mdng tam gidc cac bién ngau nhién da tri doc lap
theo hang, c6 ki vong bi chdan. Gid thiét rang ¥(t) : R — R la mot ham so liéen

tuc, 101, chdn, nhan gid tri duong sao cho

k()

[ T va

VLD i o) + (4.2.1)

|t|7‘+p 1

vdi r la $6 nguyén khong am nao dé va ton tai hang so duong Cy théa mdn
U(a +b) < Cy(B(a) + B(b)) vdi moia,be R, (4.2.2)

Khi dé, néu cdc diéu kién sau dude théa man

EDIIETC R (123)

n=1 i=1

i (Z lElep> | < 0, (4.2.4)

n=1 =1
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vdi k la hang s6 nguyén duong nao dé va ton tai X € ¢(X) sao cho

+) X C s-liminf cl(E(Fy;, Ar,,)), (425)
71— 00
+) limsup s(z*, cl(EF,,)) < s(z*, X), vdi moixz* € X* (4.2.6)
1—00

thi ching ta thu dugc luat so lon

1 — _ .
ECIZ; Foi(w) = @X h.c.c. khi n — oo

doi vdi hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman.
. 1 . 2 N ) _ . )
Chiing minh. Dat G,(w) = —cl)> X,i(w). Dau tién, ta sé ching minh
n o =

=1

coX C s-liminf G, h.c.c.

n—oo

V6i mbi z € 06X va mdi ¢ > 0, ap dung Bo dé 2.3.1, ton tai 1,29, ...,2m € X

(cac phan tt 21, z2, ..., 7, chi phu thudc vao = va ¢) sao cho
m
>3
2N 4o
- j
j=1

V6i mbi j € {1,2,...,m}, tu dicu kién (4.2.5), ton tai mang tam giadc cac phan

< €.

t ngau nhién {fflg) :n>1,1<i<n} sao cho fT(l]Z:) € Sh (Ap,,) va

i

IEFD — ]l = 0 khi i — oo, (4.2.7)
Tiép tuc, mang tam gidc cac phan tit ngdu nhién {f,; : n > 1,1 <i < n} sao
cho fni € S}, (Ar,,) duge dinh nghia béi

fri(w) == fT(LZ)(w) néui = j (mod m), véi moiw € Q, véi moi j € {1,2,...,m}.

Diéu nay c6 nghia la

[ 1Y \

(1) (2)
f21 f22
W 2) (m
(fn'l;) == fm71 fm72 T fm’m
n>1,1<i<n
(1) (2) (m) (1)
fm+1,1 fm+1,2 T fm+1,m fm+1,m+1
. . RN . :
cot thi nhat cot tha hai cot thitm  cot tha m+1

cia {f}  cta {f{7} chia {f'}  cta {f)}
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bat vy, = Ef,; trong don>1,1<i<n. Ta co

n m n n
"EE?fni(w)_EZ, 1:‘7” = “EZ_ 1<fm(w>—ym>|\+l\5 .Elym'_EE z]\
1= j= = P

Tiép tuc, dit gni(w) = fri(w) — yni. T gid thiét {F; :n > 1,1 <i <n} 1a mang
tam gidc cac bién ngau nhién da tri doc lap theo hang va f,; 14 phan tit ngau
nhieén Af -do dugc, ta suy ra {f,; :n > 1,1 <i < n} la mang tam gidc cac phan
t1t ngau nhién doc 1ap theo hang, thuoc LP(X).

T do6, {gni :n>1,1<i < n} cling 1a mang tam gidc cAc phan tit ngau nhién
doc lap theo hang, thuéc LP(X). Hon nita, Eg,; = Ef,; — E(Ef,;) = 0.

Gia st a,b 1a hai s6 thuc théoa man 0 < a < b. St dung gia thiét W([tD) 1 khi

2l
t| 1 (v6i r 1a s6 nguyen khong am nao do), ta co
‘Pa(“> < ‘I’b(rb) = U(a) < (%)T.\If(b) < W(b). (4.2.9)
Didu nay ching t6 U([¢]) 1+ khi ¢ 1 va do d6,
||9m|| ||fm Efm”))
n=1 i=1

n=1 i=1

n=1 1=1

N B fnil) + B fa])

RS9 ok LA LAl

(theo tinh 16i ctia ham W(t))

- B fill)
zzclzzw

n=1 i=1
Qazzfﬂmw&m

(do ¥(Jt]) + va do (4.2.3)), (4.2.10)
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va

(Bl (= 2 E fuill? + Bl )\
dni 2P~ ni + Yni

I e N S

n=1 =1 n=1 =1

(theo bat déng thic ¢,)

> (Z Ef) "

n=1 =1
p.k
<2ka<ZEFm> < oo (theo (4.2.4)) (4.2.11)

v6i k 14 mot s6 nguyen duong nao do.
Tt do, ap dung [12, Dinh 1y 2.2, Dinh Iy 2.3, Dinh Iy 2.4] cho mang tam giac

{gni :n>1,1 <14 <n}, ta thu dugc
1 n
EE(fm(w)—ym = ng ) =0 h.c.c. khin — oo. (4.2.12)

Gia st n = km + [ trong d6 1 <1 < m. Khi do,

m k l m
1 1 1
Zym - — Z = ﬁ Z Zyn,(i—l)m+j + ﬁ Zyn,km_m — E ZJJJ'
Jj=1 j=1 i=1 j=1 =1
k-1 i 1 l
< n Z k Z Hy"a(i_l)m-f—j - x]” + " Z Hyn,km-i-j”
j=1 i=1 j=1
(———) ij (4.2.13)
V6i moi 1,5 € {1,2,...,m}, dit
l,j .
A9 = Nrmsr - vmes — 2l = W tymes — 25l k21,1 <i <k

T gid thiét {F,; :n > 1,1 <i<n} c6 ky vong bi chin, ta suy ra

l,j
28 < NE fr fi— 1y || + 5]
< EF, i1y + 2]

<C+ ijH, v6i moi k > 1,1 <i <k. (4.2.14)
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Theo (4.2.7), 227 — 0 khi i — 0. Két hop didu nay véi (4.2.14) va sit dung B6
dé 4.1.3 cho mang tam giac {zl(clzj) :k>1,1<i<k} tanhan dugc

k

: 1 :
ngj) =2 Z 1Y, (i—1ym+j — 5]l = 0 khi k — oco.
i=1

Do méi j € {1,2,...,m}, day sb {Sy(ij) : n > 1} dudc chia thanh m day con

(Y . k>1},1=1,2,...,m déu hoi tu t6i 0 nen

km-+1 *

SY) = 0 khin — co. (4.2.15)

V6i moéi 1) € {1,2,...,m}, ta xem xét mang tam giac
{Wkmttimy; —xj + k> 1,1 <4 < k}, trong do néu km + 1 < im + j thi ta dat
Ykmtlim+j = 5. Theo (4.2.7), Yematim+; —x; — 0 khi i — oo. Ap dung Bé dé 4.1.3

ta co
k

1 .
A Z | Ykm+t,ims; — 5] = 0 khi k& — oo.
i=1

Tuong ty nhu 1ap luan dé thu duge (4.2.15), ta nhan duge

k

1 .
A Z | Yn,im+j — x|| = 0 khin — oo.
i=1

Két hgp cac diéu trén, ta co

l m
1 1
E Z ||yn,km+j|| < E Z ||yn,km+j||
j=1 j=1
] — 1] —
= Mngmerg = il + = > sl
j=1 j=1
m

k
k 1
-3 (k Z —
k
- - Z 1ynim-+7 — m)

k
Z |2;]| = 0 khi n — oo. (4.2.16)

IN
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1 )
Hon nita, (% ~—) = 0 khi n — co. Két hop (4.2.13), (4.2.15), (4.2.16) va véi

luu § rang n — oo tuong duong véi k — oo, ta thu duge

m

1 — 1
ﬁ;ym_azi%

j=1

— 0 khin — oo. (4.2.17)

Tir (4.2.8), (4.2.12) va (4.2.17),

] — 1 &

o me(w) T ij
i=1 j=1

Diéu nay dam bédo rang

— 0 h.c.c. khin — .

1 m
— E zj € s-liminf Gy (w) h.c.c.
m < 1 n—00

J:

St dung Dinh 1y 1.3.1, ta nhan dugc

c0X C s-liminf Gy, (w) h.c.c.

n—oo
V6i mdi z* € B*, theo gid thiét, ta suy ra {s(=*, Fy) : n > 1,1 < i < n}
1A mang tam gidc cac bién ngau nhién doc lap theo hang, thuoc LP. Néu dat
hni = s(a*, Fyi) — E(s(x*, Fp;)) thi {hy; :n > 1,1 < < n} la mang tam giac cac

bién ngau nhién doc lap theo hang, thuoc L? va

Ehyi = E(s(2*, Fp)) — E(E(s(z*, Fp))) = 0.

Khi do,
n; ; % _ ; ; E(W(|s(z", Fn$(;)Es(x*, Fu))))
< nﬁ; EZ; EQw(ls(2”, Fni&J(Z)!ES(x*, Fai)l)) (do W(Jt]) 1)
e i ; B(¥(s(a”, Fm>\3y(+n;v<|Es<x*, Enil) (theo (4.2.2))
<0 2 ; EQ(|s(", Fni>|31j(+n;P<Els<x*, Fni) D) o w(it) 1)
<0 i Zl Bt Fo)) B, P

(do tinh 16i ctia ham W(t))
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2 = E(T s(x*, Fr;
DN (Hse" )
o E(0([|2*]|.]| Fg
<0}y (# 1l
SQClZZE@é;H(S)MH)) c o
n=1 i=1
(do W(Jt)) + va do (4.2.3)), (4.2.18)
va
p.k p.k
- E||Fay,; || 2 [ 2 Y(E|s(z*, Foi) [P+E[E(s(z*, Fi))|P
2(2 H ) <Zl<zl (Elote”, Fu)l+EIE(S >>>

(theo bat dang thic c,)

<2pk‘z<z s(z* Fm)’ )p'k
p.k
zpkz (Z IEIIFmII ) < oo (theo (4.2.4)) (4.2.19)

v6i k 1a mot s6 nguyen duong nao do.
Ap dung [12, Dinh ly 2.2, Dinh Iy 2.3, Dinh ly 2.4] cho méang tam giac cac

bién ngau nhién {h,; : n > 1,1 <i < n}, ta nhan dugc
—th ) = 0 h.c.c. khin — oo
Diéu nay c6 nghia 1a
1 Z s(z*, Fog(w)) — = zn:E(s@*, Fu)) = 0hcc khin—s oo (4.2.20)
i=1
Hon nita, tit cac dieu kien (4.2.5), (4.2.6) va Bo dé 3.1.1,
Es(z*, Fpi) = s(a*, clEFy;) = s(z*, X) < oo khi i — oo. (4.2.21)

Do gia thiét {F, : n > 1,1 < i < n} c6 ky vong bi chan nén
{s(z*, Fy) :n>1,1<i<n} cling c6 ky vong bi chian. Theo Bb dé 4.1.3,

- ZE s(z*, Fpi)) = s(z*, X) khin — co. (4.2.22)
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Tt (4.2.20) va (4.2.22), ta suy ra
s(z*, Gp(w)) — s(z*, X) h.c.c. khin — co.

Tw do, ap dung Dinh 1y 1.2.5,

n—oo N

1 n
w-lim sup —cl Z Fhi(w) C coX h.c.c.
i=1

Vi vay, ta nhan duge luat s6 16n theo hoi tu Mosco.
Lap luan tuong tu nhu trong chitng minh ctia Dinh 1y 3.2.1 ta thu dugc luat

s6 16n theo hoi tu Wijsman. O

4.2.2 Chu y. Trong Dinh 1y 4.2.1, néu diéu kién (4.2.1) dugc théa man véi r =0
hodc 7 = 1 thi c6 thé luge bo diéu kien (4.2.4).

Dinh 1y tiép theo 14 mot md rong cac két qua ctia A. Bozorgnia, R. F. Patterson
va R. L. Taylor [12, Dinh 1y 2.2, Dinh 1y 2.3, Dinh 1y 2.4] cho trudng hop céc bién

ngau nhién da tri.

4.2.3 Dinh ly. Gid s {Fy; :n > 1,1 < i < n} la mot mdng tam gidac cdc bién
ngau nhién da tri doc lap theo hang, nhan gid tri trén khong gian cdc tap con
dong cia mot khong gian Rademacher dang p (p € (1,2]). Gia st {a, : n > 1} la
day tang ngat cac so thuc duong sao cho lim a, = +oo va gid si ¥(t) la ham so

n—oo

lién tuc, chan, nhan gid tri duong sao cho

(e o s ()

‘t|r T va |t|r—|—p—1

L khilt| 1 (4.2.23)

vdi r la $6 nguyén khong am nao dé. Khi dé, néu

+) 0 € E(Fri, Ar,,), (4.2.24)
+) Z_; 3 W 0, (4.2.25)

o [ p-k
E Fni b
+) g ( Hafl ” ) < 00, (4.2.26)
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vdi k la mot s6 nguyén duong nao dé, thi
n

0 € s-liminf —cl S Fu(w) hec.c. (4.2.27)

n—0o0 Uy -
1=1

Chitng minh. V6i mdi n > 1,1 < i < n, tu gia thiét (4.2.24), ton tai
fni € S}, (Ap,,) sao cho Efy; = 0.

Hon ntta, do {F,; : n > 1,1 < i < n} la mang tam gidc cidc bién ngiu
nhién da tri doc 1lap theo hang va do f,; 1a Ap .-do dugc, nén mang tam giac
{fni:n>1,1<i<n} cing doc lap theo hang.

Lap luan nhu trong ching minh ctia Dinh 1y 4.2.3, U(|¢|) 1 khi [¢| 1. Do dé
U fui(@)]) < (| Fui(@)l]) v6i moi n > 1,1 < i <, w e Q.

Két hop dieu nay véi cac gid thiét ctia dinh 1y, ta thu dude

o0 n f ; o0 n Fnl
ZZ H nill)) ZZ H D) _ o
n=1 i=1 n=1 i=1

00 n p.k 0o n p.k
E|l fuill? E|| Fral|?
3 I o e
n=1 i=1 n=1 i=1

v6i k 1a s6 nguyen duong nao do.
Tit d6, 4p dung [12, Dinh Iy 2.2, Dinh 1y 2.3, Dinh 1y 2.4],

— ) fuilw) = 0 hec.c. khin — oo,

Diéu nay kéo theo (4.2.27). O

4.2.4 Chua y. Trong Dinh 1y 4.2.3, néu diéu kién (4.2.23) dugc théa méan vdi
7 =1 thi c6 thé luge bo didu kien (4.2.26), va néu diéu kien (4.2.23) duge thoa
man véi r = 0 thi c6 thé luge bd cac didu kien (4.2.24), (4.2.26).

Vi du sau day sé ching té két luan ctia Dinh 1y 4.2.3 khong thé thay thé bsi

két luan manh hon

M- lim aicl Fpi(w) ={0} h.cc.
"=l
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4.2.5 Vi du. Cho X = R va p = 2. Gid st U(¢) = |t|>T¢, trong d6 € € (0,1) 1a mot

s6 thuc ¢ dinh. Khi d6, ¥(¢) 1a ham s6 lién tuc, chin, nhan gia tri duong va thoa

man
(|t (|t .
U g, 2UD | iy e =)
|t] t]
Gia st rang F;(w) = [-1,1] v6i moi w € Q, n > 1, 1 < i < n. Khi d6

0 € E(Fu,Ar,) va Ap,, = {0,Q}. Do d6, {F, : n > 1,1 < i < n} la mang

cac bién ngau nhién da tri doc lap theo hang.

F . 1 . .
H m”(w) = — vl moiw € Q,

Cho a, = n v6i moi n > 1. Khi do

(w)=1va

ni

S
3

n>1,1<7:<n.
T do,

n

> E(U(||Fi 1
B S

n=1 i=1 n=1 i=1 n=1
2k 2k
00 n 9 00 n 00
E|| Frill 1 1
22T () mm e
- an - n n
n=1 =1 n=1 i=1 n=1

Nhu vay, tat ca cac gia thiét ctia Dinh 1y 4.2.3 dudc théa man. Tuy nhién,
1 n
M-Tim ol S Fu(w) = [~1,1] # {0} hc.c.

a
"=

Trong chitng minh ctia Dinh 1y 4.2.1, dé sit dung Bo6 dé 4.1.3 cho cac mang
tam giac {E(s(x}, Fu) —s(25,X) n> L1 <i<n}va {z07 k> 1,1 <i <k}, ta
can diéu kién “ky vong bi chin” clia mang tam gidc {F,; :n > 1,1 <i<n}. Vidu
sau day sé chitng t6é rang dieu kién “ky vong bi chan” khong dugce suy ra tir cic
diéu kién con lai, nghia 1, c¢6 thé chon dude mang tam giac cac bién ngdu nhien
da tri {F,; :n > 1,1 <i < n} khong théa man diéu kién “ky vong bi chin” mic

du cac dieu kién con lai dude théa maén.

4.2.6 Vi du. Giasu X, p, a,, va ham ¥(¢) dugc dinh nghia nhu trong Vi du 4.2.5.
Chon Fy;(w) = [-n?,nf] v6i moi w € Q, n > 1, 1 < i < n, trong d6 s6 thyc duong
3 sé chi ra 6 phan sau. Khi d6 {F,; : n > 1,1 <i < n} la mot mang tam giac cac

bién ngau nhién doc 1ap theo hang va théa man 0 € E(F,;, Ag,,).



89

Hon ntta,

| Frnil| (w) = sup{||z]| : « € Fpi(w)} = sup {|x| cx € [—nﬂ,nﬁ]} = nie,
[[Fril || i { [ 1 1}} 1
_— = — = . E ——F, 73 = s

an (w) n (w) =supqz|: = 1B’ 1B n1-p

trong d6 a = (3 +¢) > 0.

Tit do,
E(W(|Ful) _ ¥(n5=) a1
U(ay) \I/(n) n3te n3+( —a)’
N BV HFmH
>y Zan+M Z e <%
n=1 =1 n=1 i=1
[ EA % o /om 2k
Fri 1
> (3B ) S —)
n=1 \i=1 n=1 \i=1
[0.9] o 1
- Z (nl 25) Z ORI PR
n=1 n=1
Ta chon 8 thoa man
(0%
0<f=5—,
3+
24 (c—a)> 1, (4.2.28)
(2—48)k > 1.
Heé (4.2.28) tuong duong véi
1
0<pB< +a
$t+e; (4.2.29)
O<6<__E

. N ) 2 1 .

SO thuc S trong hé (4.2.29) ludn ton tai, chiang han 0 < 8 < 1 Nhu vay, trong vi
du nay, ro rang dieu kien “ky vong bi chan” clia mang tam giac
{Fu :n > 1,1 < i < n} khong dugc théa man, trong khi cac diéu kién khéac

cua Dinh 1y 4.2.1 dugc thoa man.

Trong [40, B6 dé 6], F. Hiai da chi ra ring néu F la bién ngau nhién da tri
kha tich va néu EF = {z} (z € X) thi F(w) = {f(«)} h.c.c., v6i f Ia phin tit ngu
nhién nao do6 thuoc L'(X). Do d6, trong Dinh 1y 4.2.3, diéu kién phan tit ngau
nhién c¢6 ky vong bang 0 trong trudng hgp don tri ([12, Dinh 1y 2.2, Dinh 1y 2.3])
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dugc mé rong thanh 0 € E(F,;, Ag, ). Huéng mé rong nay ciing duge F. Ezzaki
stt dung trong [26] dé dinh nghia day hi¢u martingale da tri va con duge cac tac
gid Nguyén Van Quang va Nguyén Tran Thuan sit dung khi thiét 1ap luat s6 16n
cho mang phut hgp cac bién ngau nhién nhan gia tri mo trén khong gian Banach
(xem [64]).

Hai vi du tiép theo sé chitng té rang dieu kien 0 € E(F, Ar) khong tuong duong

véi dieéu kien 0 € EF, trong d6 F 1a mot bién ngau nhién da tri.

4.2.7 Vi du. Gia st Q = [0,1], A 1a o-dai s6 cac tap do dugc Lebesgue trén [0, 1]
va P la do do Lebesgue trén [0, 1].
Bién ngéu nhien da tri F : [0,1] — ¢(R) duge dinh nghia béi F(w) = {_%, %}
v6i moi w € [0,1]. Khi do, Ap = {0,[0,1]}. Xét f € Si xac dinh béi
1

1
—5 neu w € [0, =],

flw) = ) 12
Do Ef = 0 nén 0 € EF (6 day, EF = [—%,%D Tuy nhién, 0 ¢ E(F, Ar) (do
11

Sau day, ching toi dua ra vi du ma trong dé bién ngau nhién da tri khac anh

xa hang.

4.2.8 Vi du. Gia st Q = [0,1], A la o-dai s6 cac tap do dugce Lebesgue trén [0, 1]
va P 1a do do Lebesgue trén [0, 1].
Ta dinh nghia bién ngau nhién da tri F : [0,1] — ¢(R) nhu sau

1 2 1
Flw) = {—?, 1} n(ju w € [01, 5],
{—5} neu we (5,1].

Tt d6, f € Sk khi va chi khi f chi nhan gia tri thudc vao {—%, 1} sao cho

P(f=1)=p,
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y 1 1
v6i p € [0, 5] Khi do,

Ef=1p+ (—%)(1 —p)=zp— 3

11 N
va do d6 EF = [—5, Z]' Dieu nay ching t6 0 € EF.
p 1, 1 P >
Tiép theo, do Ap = {0, [0, 5}, (5, 1],{0,1]} nén néu f € SL(Ap) thi chi c6 the
xay ra hai truong hgp sau:

Truong hop 1: f(w) = —% v6i moi w € [0,1]. Khi d6 Ef = —%.

Truong hop 2:

flw) = , 2
1  néu wel0, <]
2
R I S B |
Khid6 Ef = (—2).2 + 1.12 I e
Do d6 E(F, Ap) = —3 4_1}' Dicu nay dan t6i 0 ¢ E(F, Ar). Nhu vay, diéu kién

0 € EF khong tuong duong véi dieu kien 0 € E(F, Ar).

Két luan ctia Chuong 4

Trong chuong nay, luan an da gidi quyét duge nhitng van deé sau:

- Thiét lap dang dinh 1y Stolz cho trudng hop mang tam giéc.

- Thiét 1ap luat s6 16n theo hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman ddi véi mang tam
giac cac bién ngau nhién da tri théa man: doc lap theo hang va nhan gia tri trén
khong gian cac tap con dong ctia khong gian Rademacher dang p.

- Dua ra mot s6 vi du minh hoa két qua chinh.
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KET LUAN CHUNG VA KIEN NGHI

1. Két luan chung
Luan an da thu dudc cac két qua chinh sau day:

- Thiét lap mot s6 két qua hoi tu doéi véi cac topo Mosco va Wijsman cho
mang nhiéu chi s6 cac tap con déng ciia khong gian Banach va cho mang nhiéu
chi s6 cac bién ngau nhién da tri.

- Thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff dang nhiéu chiéu cho phan tit ngau nhién
nhan gia tri trén khong gian Banach thuc, kha ly.

- Thiét lap dinh 1y ergodic Birkhoff da tri theo cac loai hoi tu Mosco va
Wijsman dbi véi cau tric mang hai chiéu.

- Thiét lap luat s6 16n cho méang cac phan t& ngdu nhién 2-hoan doi dugc.

- Thiét lap luat s6 16n theo hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman do6i v6i mang hai
chi s6 cac bién ngau nhién da tri cho cac truong hop: doc lap doi mot ciing phan
phoi, hodc doc lap va nhan gia tri trén khong gian cac tap con déng ciia khong
gian Rademacher dang p, hoac phu thudc 2-hoan déi duac.

- Thiét lap luat so 16n tng v6i hoi tu Mosco va hoi tu Wijsman déi v6i mang
tam giac cidc bién ngau nhién da tri thda man: doc lap theo hang va nhan gia tri

trén khong gian cac tap con dong cia khong gian Rademacher dang p.

2. Kién nghi vé nhitng huéng nghién ciu tiép theo

Trong thoi gian t6i, ching to6i du dinh nghién ctu cac van dé sau day:

- Cac dinh 1y gi6i han dang luat yéu s6 16n theo hoi tu Mosco va hoi tu
Wijsman ddi v6i ddy va mang cac bién ngau nhién da tri.

- Cac dinh Iy ergodic da tri theo cac loai hoi tu: Mosco, Wijsman, Slice,

Hausdorff, ... d6i vé6i truong hop mot chiéu va truong hop nhiéu chieu.
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